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讨论了相对论 )*+,-.//系统的三种对称性之间的关系，并利用 0*1234.5方法得到系统稳定性的若干判据 6随后，
应用能量7819*:*+函数法将系统稳定性与守恒量联系在了一起，并给出了算例 6
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" = 引 言

作为比 >1:*?@.4 力学更为普遍的形式，)*+,-.//
力学自 "%&!年以来便备受关注，并成为分析力学现
代发展的一个重要方向 6近年来，更成为国内外数学
力学界的一个热门研究课题 6在建立 )*+,-.//动力学
及其稳定性理论之后，很自然地希望得到其在相对

论条件下的行为，作为相对论分析力学的进一步发

展，促成了如今相对论 )*+,-.//动力学［"—’］和转动相
对论 )*+,-.//动力学［A—(］的建立 6同时动力学系统对
称性及稳定性的研究在一定程度上与这种努力是相

通的，都在寻找更为普遍的规律以联系并涵盖更为

广泛的物理事实，这一点可以从 B.C@-C+发表其“守
恒量与其内在对称性具有深刻联系”以及 D+4.?E等
人建立的联系对称性与稳定性的能量7819*:*+函数
法以来，大量物理学家的一系列相关工作中可

见［%—""］6
文章总结了相对论 )*+,-.//系统三类对称性之

间的关系；其次，利用 0*1234.5 方法得到相对论
)*+,-.//系统稳定性判据；最后，运用 819*:*+法讨论
了稳定性与守恒量的关系，并给出了算例 6

& = 相对论 )*+,-.//系统的对称性

对文献［&］定义的相对论 )*+,-.//系统，定义!"!
为 )*+,-.//协变张量
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若系统非奇异，则存在反称逆变张量!"! F（!"!）
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则得相对论 )*+,-.//方程
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其中 $ 和 "! 分别为系统的相对论性 )*+,-.//函数
和 )*+,-.//函数组 6
一般地，除了以对称性定理判断系统是否具有

某种对称性［%—""，"’］以外，还可以通过考察对称性之

间的联系来互相诱导三类对称性———B.C@-C+ 对称
性，0*C对称性和 IC*对称性 6
引入无限小变换
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其中#为无穷小参量，$#，$" 为无限小生成元 6
定理 + , 若相对论 )*+,-.//系统具有 B.C@-C+对

称性，则当变换（<）中生成元$#，$" 和规范函数 &
满足
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相对论 )*+,-.//系统同时具有 IC*对称性，并存在守
恒量
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定理 - 相对论 )*+,-.//系统在无穷小变换（<）

下，无限小生成元$#，$" 满足条件
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并可找到规范函数 ! 满足结构方程，则其对应的
!"#对称性是 $#"对称性 %

& ’ 相对论 (")*+,--系统的稳定性

! "#$ 相对论 %&’()*++系统的受扰运动微分方程

设参考运动为
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即在物理上表示给定初始条件
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的方程（1）的解 %
令
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其中!

# 为扰动 %将（4）式代入（1）式，得到相对论
(")*+,--系统的受扰运动微分方程［01］
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将（1）式代入上式得"## 8 "#$!
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此，我们不能用（67）式研究系统在运动状态流形上
的稳定性 %
利用 !"79:;,<变换［0=］
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（0/）
将（0/）式代入（1）式，得到相对论 (")*+,--系统的受
扰运动微分方程
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相应的相对论 (")*+,--系统的一次近似方程为
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! ",$ 自治、半自治相对论 %&’()*++系统的稳定性

对自治、半自治相对论 (")*+,--系统，（6）式变为
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& %1 %0 平衡稳定性［01，0&］

自治相对论 (")*+,--系统的平衡稳定性已经得
到了完整的解决，在此仅引用结论：

定理 ! 自治相对论 (")*+,-- 系统一次近似方
程的特征根总是成对互为反号出现，由定理 &知
定理 - 如果自治相对论 (")*+,-- 系统一次近

似方程出现实部不为零的特征根，则平衡不稳定；若

特征根的实部全为零，自治相对论 (")*+,--系统的平
衡稳定性取决于高阶项 %
& %1 %1 运动稳定性
考虑到"##的反对称性，有
?’
? % . !’
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根据 !"79:;,<直接法得到
定理 . 如果相对论 (")*+,--函数在解（2）附近

相对!
# 是定号的，正定的或负定的，那么系统的无

扰运动是稳定的 %
对于（6>）式，令
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显然，当
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时，定理 &，@ 也适用于自治、半自治相对论 (")*+,--
系统运动稳定性的判定 %

! "! "非自治相对论 %&’()*++系统的稳定性

对非自治系统方程（01）不变 %由于方程（01）一
般都显含时间所以方程的稳定性分析变得更加困

难，但有时也可以不显含时间 % %显然
当 (")*+,--系统为非自治系统时，令
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有
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故当 ’()*+,--系统为非自治系统时，若（./）式成立，
则定理 0，/ 适用于非自治 ’()*+,-- 系统稳定性的
判定 &

/ 1 相对论 ’()*+,-- 系统守恒量与稳定
性的关系

对自治形式的相对论 ’()*+,-- 方程，定义函数
%（!.，!$，⋯，!$&）的时间导数
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显然有

定理 ! 自治相对论 ’()*+,-- 系统具有 3,(44,5
结构 &
由定理 6知可将能量7 894(:()函数法［.6］推广到

自治相对论 ’()*+,--系统，从而体现守恒量与稳定性
的关系，同时，它也是一种判断非线性稳定性的方

法 &该方法按如下五个步骤实现：
.）将自治相对论 ’()*+,-- 系统写成在适当

3,(44,5流形 ) 上，具有 ’()*+,--函数 " 的形式

!·" " $"( !
"
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$）寻求（.6）式的一族运动常数 *：)! # 使得

对（.6）式的一切解 !"（ $），;; $*（!
.，!$，⋯，!$&）" %&

0）选择守恒量 *（ !.，!$，⋯，!$&）使得 " # * 以
（.6）式的平衡点 !"+ 为临界点 &

/）寻求 ) 上的二次型 ,. 和 ,$，使得某些凸性

条件对 !"+ 附近的有限变分成立，通过这样的 ,. 和

,$ 定义 ) 上的一个新范数，记"!" " !" ! !"+ 为)
上的有限变分，寻求 ) 上的二次型,. 和 ,$ 使得下

面条件成立：

,.（"!"）""（!"+ #"!"）! "（!"+）

! -"（!"+）·"!"， （.<9）

,$（"!"）" *（!"+ #"!"）! (（!"+）
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其中 - 表示相对于 !" 的全导数，进一步要求对

"!"#%有
,.（"!"）# ,$（"!"）> %& （.<?）

若 .）—/）都已完成，则沿着系统（.6）的任何解
!"（ $），有变分"!" " !" ! !"+ 估计式 &
定理 " 对（.6）式的任何解 !"（ $），变分"!" "

!" ! !"+ 满足估计式
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其中 "* " " # * &
2）在 ) 上定义新范数：

$!$ " ,.（!）# ,$（!）， （.A）

其中 ! "［ !$ !$ ⋯ !$&］B，应用新范数（.A）寻
求 "* 在 !"+ 处连续的充分条件 &如果 "* 在 !"+ 处关

于范数（.A）是连续的，下面的定理将保证 !"+ 是系统
的非线性稳定平衡点 &
命题 # 假设步骤 .）—2）满足，如果函数 "* 关

于新范数（.A）在 !"+ 处连续，则 !"+ 是系统的非线性
稳定平衡点 &即对%&> %，&’> %使得若$ !（%）!
!+$ C’，则对一切 $，$! ! !+$ C&成立 &
证明 由于假设 "* 关于新范数（.A）在 !"+ 处连

续，因此，对%&> %，&’> %使得$ !（%）! !+$ C’
时有$"*（!"）! "*（ !"+）$ C&于是，如果 !"（ $）是

（.6）式的解，且$ !（%）! !+$ C’，那么，由定理 <
中的不等式（.@）得

$! ! !+$ " ,.（!（ $）! !+）# ,$（!（ $）! !+）

" D "*（!（%））! "*（!+）D C&，
即只要 !"（ $）从 !"+ 的’邻域出发，永远不会离开 !"+
的&邻域，从而 !"+ 是系统的非线性稳定平衡点 &

2 1 算 例

考虑二维自治相对论 ’()*+,--系统
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其中 . " .% E . !（（!.）$ #（!$）$）E /( $ &
.）将自治相对论 ’()*+,-- 系统写成在适当

3,(44,5流形 ) 上，具有 ’()*+,--函数 " 的形式
!·"｛!，"｝，
! "［!. !$］B，
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其中
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$）寻求运动常数
根据力学系统的 )*+对称性及 ,-./+0对称性性

质知系统有守恒量

% ! &"#" # ’#" (

’）求一阶变分
要寻求一个 123*4*0函数 %，使得 ’% ! ’ & % 以

系统平衡点为其临界点 (显然 !( !［" "］5 是系统

平衡点，显然有!’% 6 !( ! )#$!$% (

显然，当#$ ! "时，一阶变分为零 (

7）求二阶变分
由于所讨论系统是有限维的，为证 $!

( 稳定性，

只需考察二阶变分$$ ’# 的正定或负定性即可 (

$$ ’% 6 $( ! $)［（% ##"）%%% &#$］（$$%）$

& $)（% ##"）（%%$ &%$%）$$%$$$

& $)（% ##"）%$$（$$$）$，

要使$$ ’# 是正定或负定性，必有
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$)（% ##"）%$$ 8
{

" (
或

$)（% ##"）（%%$ &%$%）! "，

$)［（% ##"）%%% &#$］9 "，

$)（% ##"）%$$ 9 "
{

，

则有

当（%%$ &%$%）! "，%%%%$$ 8 " 时，若存在无穷小
生成元，满足条件#"!%，#$ ! "，则 !( !［" "］5 是
稳定平衡点 (
以第一部分的方法，可计算出：

当#" ! # %，#$ ! "时系统具有 ,-+./+0对称性，
由其导致的守恒量（%:）判断 !( !［" "］5 的确是稳
定平衡点 (
进一步的，当#% ! "时，系统同时具有 )*+对称

性 (由定理 %和 $知，此时系统并不同时具有 ;+*对
称性 (

［%］ <= > ) 2?@ A2?B C ; $""" *#+$ ,-./ ( 012 ( !" %"$’（*? 1/*?+3+）

［傅景礼、王新民 $""" 物理学报 !" %"$’］

［$］ <= > ) 2?@ )=- D E $""% *#+$ ,-./ ( 012 ( #$ $$FG（*? 1/*?+3+）［傅

景礼、罗绍凯 $""% 物理学报 #$ $$FG］

［’］ )=- D E $""’ *((3145 6$+-4)$+1#/ $25 64#-$21#/ %! 7%7（ *?

1/*?+3+）［罗绍凯 $""’ 应用数学与力学 %! 7%7］

［7］ <= > ) %GGG 71$2891 0#142#4 &’ %’H（*? 1/*?+3+）［傅景礼 %GGG江

西科学 &’ %’H］

［:］ )=- D E 2?@ <= > ) $""% *#+$ ,-./ ( 012 ( #$ ’F’（*? 1/*?+3+）［罗

绍凯、傅景礼 $""% 物理学报 #$ ’F’］

［I］ )=- D E，J=- K C 2?@ 1/+? C A 2?@ <= > ) $""% *#+$ ,-./ ( 012 (

#$ $"7G（*? 1/*?+3+）［罗绍凯、郭永新、陈向炜、傅景礼 $""%物

理学报 #$ $"7G］

［H］ )=- D E，J=- K C 2?@ 1/+? C A $""% *#+$ ,-./ ( 012 ( #$ $":’
（*? 1/*?+3+）［罗绍凯、郭永新、陈向炜 $""%物理学报 #$ $":’］

［F］ )=- D E，)= K L，M/-= N，A2?B K O 2?@ P=Q2?B D $""$ *#+$

,-./ ( 012 ( #& %G%’（*? 1/*?+3+）［罗绍凯、卢一兵、周 强、王应

德、欧阳实 $""$ 物理学报 #& %G%’］

［G］ ;+* < C %GG’ 0#142#4 12 :-12$ 04; ( R %( H"G（*? 1/*?+3+）［梅凤翔

%GG’ 中国科学（R辑）%( H"G］

［%"］ M/2?B K $""’ *#+$ ,-./ ( 012 ( #% %’$H（ *? 1/*?+3+）［张 毅

$""’ 物理学报 #% %’$H］

［%%］ M/2- K K 2?@ ;+* < C %GGG 0.))4+;14/ $25 :<2/4!45 =>$2+1+14/ <?

64#-$21#$3 0./+4)（DS*+?S+ T0+33，L+*U*?B）（*? 1/*?+3+）(［赵跃宇、

梅凤翔 %GGG 力学系统的对称性与守恒量（科学出版社，北

京）］

［%$］ <= > ) 2?@ )=- D E $""$ *#+$ ,-./ ( 012 ( #& $IF’（*? 1/*?+3+）［傅

景礼、罗绍凯等 $""$ 物理学报 #& $IF’］

［%’］ 1/+? C A 2?@ <= > ) $""" 7<>;2$3 <? 0-$28@1> A4$#-4;/ :<33484 &)

I（*? 1/*?+3+）［陈向炜、傅景礼 $""" 商丘师范学院学报 &) I］

［%7］ ;+* < C %GGG *((31#$+1<2/ <? B14 C;<>(/ $25 B14 *384";$/ +<

:<2/+;$1245 64#-$21#$3 0./+4)（DS*+?S+ T0+33，L+*U*?B）（*? 1/*?+3+）

［梅凤翔 %GGG 李群和李代数对约束力学系统的应用（科学出

版社，北京）］

［%:］ ;20.Q?Q=V $""" D<23124$; *2$3./1/ !$ 7F’
［%I］ )* > L，M/2- C W 2?@ )*= M X %GGG A-4 ,;12#1(34 $25 *((31#$+1<2/

<? C424;$3 E$)13+<2 0./+4)（DS*+?S+ T0+33，L+*U*?B）（*? 1/*?+3+）(
［李继彬、赵晓华、刘正荣 %GGG 广义 E$)13+<2 系统理论及其

应用（科学出版社，北京）］
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