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利用拓展的 *+,,-.+方程映射法，得到了（# / !）维 01+.+2341526478+5499+系统新的变量分离解 :根据得到的分离变
量解，构造出该系统新型的孤子结构———方孤子和分形孤子 :
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! H 引 言

在物理学的众多领域中，如流体力学，非线性光

学，凝聚态物理等［!—$］，现代孤子理论扮演了重要角

色，得到了广泛应用，其中高维孤子系统的局域结构

理论，已引起了相关学者的极大关注 :如，由 01+.+等
人［’，;］通过 0I,J9K5L 变换法发现的 M-N4O2P.4Q-O.C15
系统的 LO17+15型的钟状局域孤子，使人们对（# / !）
维的孤子系统产生了新的兴趣 :近 !%年来，许多学
者对高维非线性物理模型进行了广泛的研究 :提出
了诸如线孤子、半线孤子、峰孤子、紧致子、环孤子、

盘孤子、折叠子和泡孤子等［)—!%］:随着人们对非线性
理论研究的不断深入，若干求解非线性方程的新方

法也被提出，如多线性分离变量法［#］、齐次平衡法［&］

和映射法［!!］等 :由于变量分离法得到的解中往往包
含若干个任意函数，使得系统的解相当丰富而且便

于构建多种类型的局域结构 :最近，>G-5R等对映射
法进行了拓展［!#］，得到的解中也包含有特殊的任意

函数 :从中我们得到启发，用拓展的映射法研究高维
非线性系统，有可能同样得到非线性系统的多种局

域结构 :拓展的 *+,,-.+映射法的基本思想是［!#］对于
给定的一个非线性物理模型

!（"，"#，"$%
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设它有如下形式的解：
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其中"满足

"T S$ /"#， （$）
这里 $ S（$% S #，$!，$#，⋯，$(），!%（$）和#（$）为待

定的任意函数 :显然，当#（ $）S )$ / *+ / ,# 时，就
是通常的行波约化 :将（#）和（$）式代入（!）式就可以
得到一组!%（$）和#（$）的约束方程 :通过约束方程

确定求得变量!%（$）和#（$），再根据 *+,,-.+方程解
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就可以确定所求系统的精确解 :
本文的工作是将扩展的 *+,,-.+ 映射法进一步

延拓并运用到（# / !）维 01+.+2341526478+5499+（036）系
统［!$］

"+# S（"# U "$）$+ / #-$$$，
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!" ! !## " #$!#， （$）

求出 %&’系统具有任意函数的新变量分离解 (然后
根据所求的变量分离解，并选取解中合适的任意函

数构建出（# " )）维 %&’系统势函数的二种新型孤子
———方形孤子和分形孤子 (文献［)#］运用映射法得
到了上述 %&’系统的一些特殊的精确解 (文献［)*］
已证明了上述 %&’系统的可积性 (文中还证明了，
通过适当的变换，%&’系统可以从著名的 +,-./0120-
方程或 +,-3./0120-方程导出 (这些方程出现在数学
物理的许多分支［)4］，并被广泛地应用于原子物理、

分子物理、粒子物理和浅水波模型等实际问题

中［)$，)5］(

# 6（# " )）维 %&’系统的变量分离解

根据对方程（$）的领头项分析，可设其形式解为
$ ! % " &!，! ! ’ " (!， （5）

这里 $ ! $（#，)，"），!! !（#，)，"），%! %（ #，)，"），&

!&（#，)，"），’! ’（ #，)，"），(! (（ #，)，"），!!
!（"），"!"（#，)，"）均为待求函数 (将（5）式和（*）
式代入方程（$）并按!的同次幂合并，令!*（ * ! )，
#，⋯）前的系统为零得下列方程组：
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再将（)5），（)8）和（):）式代入（)7），（)*），（)4）和（)$）
式得到两个关于变量为 + 的约束方程
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显然，要从（);）式和（#7）式中解得 + 的通解是很难
的，但仔细观察它们的特点，发现存在如下变量分离

形式的特解

+ !$（#，"）"%（)）， （#)）

其中$（#，"）!$是关于 #，" 的任意函数%（ )）!%
是关于 ) 的任意函数 (
现在将（)5），（)8），（):），（#)）以及（4）式代入

（5）式，则得（# " )）维 %&’的变量分离解 (
情形 ! 当#= 7时，
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图 ! 利用（+.）和（++）式得到的棱形孤子时间演化图（"" # !，时间分别为（’）" " # %，（6）" " # 17/，（,）" " 1，（8）" " 17/，（9）" " %）

+7（% $ !）维 :;<系统的势函数的特殊
孤子结构

由于（%%）—（+!）式中都包含有任意函数#，!，
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使得系统的解变得相当丰富 !如! " !" # #$，" " %& !
所有上述解则转为行波解 !同时我们注意到（$%）式
的势函数 ’ " (& " )" !

’ " !""&

（! #"）
& ! （$&）

经过简单的变换就可转换为变量分离法的一般

式［%’，%(］!因此，利用（$&）式可以构建出利用变量分离
法所构建出的局域结构 !但本文则是讨论得到一些
特殊的、新的局域结构，以（&&）式为例 !由（&&）和
（&$）式有

’ " )"&#（% ) *+,-&（!#（! #"）））!"

" )"&!"#./0-&（!#（! #"））! （$$）
%）棱形孤子及弹性相互作用

由于（$$）式中的"，!的任意性，不妨取!和"
为如下形式：

! " % # 1!%2/34（1 !%$（%，" # $））

# 1!%/34（1 !%$（%，" ) $）），

" " % # 1!%/34（1 !%$（%，&））! （$5）
这里$为特殊函数 6/*+函数 !于是可得到具有棱形
的局域结构 !图 %显示了两个棱形孤子的相互作用
情况，从图中可以看出，两孤子作用前后的振幅、波

速以及形状都没有发生变化，是弹性作用 !
&）方孤子和周期方孤子

当（$$）式中任意函数"，!取如下形式

! " & ) 1!12/34（"& # $），" " ) 1!12/34（&&），（$2）
得到了一种新型的孤子，据形状，称之为“方孤子”，

如图 & !不仅如此，还可以得到具有周期性行为的方

孤子，当任意函数!和"取如下形式：

! " % # 1!%/34（!（" # $，% !1，% !1）），

" " % # 1!%/34（!（&，% !1，% !1）），（$7）
这里的!为8/9/:.*:+..4函数，我们就可得到图 $所
示的具有周期行为的方孤子解 !

图 & （+）势函数（$$）式利用（$2）式得到的方孤子解（这里 $ " 1，#" ) %），（;）为相应的等高线图（’ " 1<1%，1<%，%，$）

图 $ （+）势函数（$$）式利用（$7）式得到的方孤子解（ $ " 1，#" ) %），（;）为相应的等高线图（ = ’ = " 1<1%，1<%，%）

5<（& # %）维 >?@系统势函数的分形结构

（$$）式中的任意函数不仅使得系统有丰富的局

域结构，还存在分形现象［%’，%(］，只要任意函数取得适

当，可得到系统的随机分形和规则分形两种情况 !
%）随机分形结构
在（$$）式中，取任意函数为如下形式：
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! ! " # $%&（’（! # "）（! # " # #）），

" ! " # $%&（’ $（$ # %））( （)*）
其中

# ! !
&

’ ! +
（" (,+(,& -./（" (,&!）），

% ! !
&

’ ! +
（" (,+(,& -./（" (,&$））(

图 0显示的就是当 & ! )+时的随机 1234.3/分形图，
其波峰、形状随时间 " 随机变化 (

图 0 势函数（))）式利用（)5）式得到的随机分形图（ & ! )+，#! ’ "）

6）规则分形
在（))）式中，取任意函数为如下形式：

! ! " # $%&（" ’（! # "）（! # " # -/（7/!6，+ (*）

# 8/（7/!6，+ (*））），

" ! " # $%&（’ $（$ # -/（7/$6，+ (*）

# 8/（7/$6，+ (*）））( （)9）
图 ,给出了 !"［ ’ +:+0，+:+0］，$"［ ’ +:+0，+:+0］
时的情况，我们接着考察了 !"［ ’ +:++0，+:++0］，
$"［ ’ +:++0，+:++0］的情况，得到与图 , 完全相同
的斑图，实际上，!，$ 的取值范围一直往下取时，也
有相同的结构 (

, : 结论与讨论

通过对（6 # "）维 ;<=的研究，可以发现："）映射

图 , 势函数（))）式利用（)9）式得到的分形斑图（!! ’ "）

法不仅能构建行波解，同样也能像分离变量法那样

构建出更为丰富的其他解，在本文中，如前所述 ( !
&! # )$ # *" 的形式，则可得到的行波解；类似地，如
果选取 ( 函数为变量分离的形式，则可得到变量分
离解；如果由约束方程（">），（6+）得到其他形式的 (
函数，那么系统的精确解将会更为丰富 ( 6）从该系统
的研究过程发现，（"5），（"*）式中的 +，, 的结果与
;?8@7A/1变换法、=B./7$CD截断法以及变量分离法中
的种子解形式基本上是一样的，它们之间也一定存

在着某些内在的联系 (它们之间究竟有何内在的联
系以及如何从本文（">），（6+）式得到其他形式的 (
函数有待进一步研究 (

作者对张解放教授的建议和讨论表示感谢 (
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2!!.5期 方建平等：?@9A9P($@%P4$CD9%$EE9系统的新变量分离解及其方形孤子和分形孤子


