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作出了 )*+,-. 椭圆正弦函数 /0（ !，"）的图像，通过图像展示了它的一些性质；并作出了 123 方程 )*+,-. 椭圆函

数展开解在两种参数下的图像 4
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$ = 引 言

求非线性方程的精确解在非线性问题中有很重

要的作用 4近年来，人们对求解非线性发展方程提出

了很多方法，如齐次平衡法［$］，逆散射变换法［%］，

>*+?8@02 变换法［(］，分离变量法［&］，)*+,-. 椭圆函数

展开法［"，A］等等，其中 )*+,-. 椭圆函数展开法有着广

泛的应用［;—$#］4
同时，随着计算机技术的不断发展，利用计算机

作图直观地展示一些特殊函数或非线性发展方程的

解也引起了人们的兴趣：文献［$$］展示了 B*CD.E@ 函

数的图像及以其为基础的许多问题的解的图像；文

献［$%］用 图 像 直 观 地 表 现 1F 方 程 和 一 种 新 的

GFH5 的孤立子纠缠；文献［$(］用图像表现了 GG3
方程的压缩子（+,7I*+C,0）、峰子（IE*?,0）和折叠子

（J8,2,0）结构的解，其中孤立子的碰撞稳定性在该文

中表现得非常明显；文献［$&］用推广的 )*+,-. 椭圆

函数展开法解 GKL 方程，并作出了部分解的图像 4
我们的工作是在以上文献的启发下，用 BMNKM> 编

程作图来展示部分 )*+,-. 椭圆函数和 123 方程的

)*+,-. 椭圆函数展开解 4

% = )*+,-. 椭圆函数和 )*+,-. 椭圆函数

展开解

*+,+ !"#$%& 椭圆函数［,-］

)*+,-. 椭圆函数有 %& 种之多，常用的大概有 &

种：/0（!，"），+0（!，"），20（!，"）和 0/（!，"）4我们

主要研究 /0（!，"）图像，其余的可类比讨论 4
第一类椭圆方程之一：

#O P Q（$ R "%）# R %"% #(， （$）

其中，O是 2% S2!%；" 是模数，# T " T $4
（$）式的解记为

# P /0（!，"）4 （%）

（%）式就叫 )*+,-. 椭圆正弦函数 4
在理论上可以证明（%）式有以下三条性质：

$）奇偶性 # P /0（!，"）是关于 ! 的奇函数，即

/0（!，"）P Q /0（Q !，"）4 （(）

%）周期性

/0（$ R &%）P /0（$）， （&）

其中

% P!
$

#

$S （$ Q !%）（$ Q "% !%" ）2! 4 （"）

(）退化

"## 时，（%）式退化为 /.0!；

"#$ 时，（%）式退化为 C*0D! 4
也 可 以 通 过 作 出（ #6!6"）的 图 像 展 示 # P

/0（!，"）的上述性质 4
（%）式的三维图和俯视图分别为图 $（*）和（-）4

由图 $（*）和（-）可以看出，# P /0（ !，"）呈现

了：$）奇偶性 # P /0（ !，"）是关于 ! 的奇函数（图 $
（-）中平面 ! P # 两边的色差可看出），即 /0（ !，"）

P Q /0（ Q !，"）；%）周期性，在图 $（-）中，对于一定

的 " 值，灰带和白带形成了的一个周期，这相当于

! P #处的波源发出的波向 ! 轴的两边传播开去 4
在图 % 中 对 比 了 " P #=##$，" P #=’’U 时 的
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图 ! （"）! # $%（ "，#）的三维图像；（&）! # $%（ "，#）的俯视图

图 ’ ! # $%（ "，#）的退化图 (（"）! # $%（ "，# # )*))!）与 ! #

$+%（ "）的对比图像；,-. 表示 ! # $+%（ "）的图像，./+"%012 表示 ! #

$%（ "，# # )*))!）的图像；（&）! # $%（ "，# # )*334）与 ! # ."%5
（"）的对比图像；,-. 表示 ! # ."%5（ "）的图像，./+"%012 表示 ! # $%
（ "，# # )*334）的图像

$%（"，#）与 $+%"，."%5" 的对比图 (

! "!# $%&’() 椭圆函数展开解

以 6,7 方程为例来说明 (

6,7 方程［8］为

!$
!% 9 $!$

!" 9!
!: $
!": # ) ( （;）

可设（;）式的 <"=-&+ 椭圆函数展开解为

$（"）# !
&

’ # )
$%’（"）， （>）

其中

" # (（" ? ) %） （4）

是行波变换 (
将（>），（4）式代入（;）式，通过平衡最高阶导数

项与非齐次项可定得

& # ’( （3）

将（>），（4），（3）式代入（;）式可得 6,7 方程的解为

（具体解法请参考文献［8］）

$ # ) 9 @（! 9 #’）!(’ ? !’#’
!(’ $%’（"，#）(

（!)）

’ (’ (! (当!# !，( # !，) # ! 时

作出 # # )*@（图 :（"））和 # # )*3（图 :（&））的

（$A"A %）的俯视图 (

图 : （"）!# !，( # !，) # !，# # )*@ 时的（$A"A %）俯视图；（&）!#

!，( # !，) # !，# # )*3 时的（$A"A %）俯视图

将图 :（"）和（&）的黑带按顺序编号，奇数号的

黑带是相同的，偶数号也是如此，但奇数号的黑带与

偶数号的黑带不一样，所以“波长”是指图 : 中两个

相邻的奇（偶）数号黑带的距离，是通过图 : 读出来

的（见表 !）(
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表 ! 图 " 中的“波长”

! # $% # $&
波长 " $%% % $’%

由图 " 可以看出，当!( !，! ( !，" ( ! 时，随 !
的变化的（ #)$) %）的图像从形状上看是非常之相似

的：都是周期性的震荡，图像几乎没有变化，甚至当

（$) %）都很大时，图像仍然相似（见图 %（ *））$ 在表 !
中，+,- 方程的行波解的波长也随着 ! 的增加而

增加 $

. /././ 当!( 0，& ( !，" ( !# 时

（#)$) %）的图像形成了许多周期性的小峰（见图

%（1）和（2））是因为由于!( 0，相对于!( ! 是增加

的；而!表征的是系统的耗散特征，当!( 0 时，（ #)
$) %）的图像就会在!( ! 的图像（图 " 的一个斜周期

带）的基础上分化而形成了许多的周期性的小峰（对

比图 %（,）和（*））；即使经过很长时间的演化，这种周

期性在同一空间间隔的小峰图像也是相当稳定的

（见图 %（3））$

图 % （1）!( 0，& ( !，" ( !#，! ( #/% 时的（#)$) %），$ (（0#%#，0#%4），% (（4#，44）的（#)$) %）的图像；（3）!( 0，& ( !，" ( !#，! ( #/%，$ (（0#%#，

0#%4），% (（"4#，"44）的（#)$) %）的图像 $（2）!( 0，& ( !，" ( !#，! ( #/%，$ (（4###，4#!#），% (（"4#，"44）的（#)$) %）的图像；（,）为!( 0，& ( !，" (

!#，! ( #/%，$ (（4###，4#!#），% (（"4#，"4.）的（#)$) %）的图像；（5）为!( 0，& ( !，" ( !#，! ( #/%，$ (（4###，4#!#），% (（"4#，"4#/!%）的（#)$) %）
的图像；（*）为!( !，& ( !，" ( !#，! ( #/%，$ (（4###，4#!#），% (（"4#，"4.）时的（#)$) %）的图像

从图 %（2）—（*）可以看出，（2），（,），（5）的时间

尺度不断地减小，因此后者是前者的部分时段的图

像，而图 %（5）（!( 0）的形状与（*）（!( !）的很相似，

所以我们认为!( 0 的图像是在! ( ! 的基础上分

化而形成了小峰（对比图 %（,）和（*）也可得同样的结

论）；系统的这种分化即耗散特征被以波速恒定行波

方式传播，（#)$) %）的图像的周期性也是显然的 $

" / 结 论

我们用 67897: 编程作出了 ;12<3= 椭圆正弦函

数 >?（$，!）的图像，并通过图像展示了 >?（ $，!）的
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一些性质：奇偶性、周期性和退化；并作出了 !"# 方

程 $%&’() 椭圆函数展开解图像，!"# 方程 $%&’() 椭

圆函数展开解的（!*"* #）的图像有如下一些性质：+）

周期性；,）比较好的稳定性：时间和空间的尺度较大

时的（!*"* #）的图像与时间和空间的尺度较小时的

（!*"* #）的图象很相似；-）当!较大（!. /）时图像的

分化相对!较小（!. +）时大，!较大时的（!*"* #）的

图像是在!较小时图像的基础上分化而形成的小

峰 0图 像 给 人 以 直 观 的 美 感，是 一 种 重 要 的 研 究

方法 0

［+］ 1%23 4 5 +667 $%&’ 0 ()## 0 8 !"" +/6
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［O］ 5)Q R !，SQ K T，5)Q R U %2" KJ%’ M ,NN+ 97#0 0 $%&’ 0 *-. 0 %$

,N/V（)2 =J)2C@C）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵强 ,NN+ 物理学

报 %$ ,N/V］

［V］ 5)Q R !，SQ K T，5)Q R U %2" KJ%’ M ,NN, 97#0 0 $%&’ 0 *-. 0 %!

+6,-（)2 =J)2C@C）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 ,NN, 物理

学报 %! +6,-］

［6］ 5)Q R !，SQ K T，5)Q R U %2" KJ%’ M ,NN, 97#0 0 $%&’ 0 *-. 0 %! +N
（)2 =J)2C@C）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 ,NN, 物理学报

%! +N］

［+N］ 5)Q R !，SQ K T，5)Q R U %2" KJ%’ M ,NN, 97#0 0 $%&’ 0 *-. 0 %!

O+6（)2 =J)2C@C）［刘式适、付遵涛、刘式达、赵 强 ,NN, 物理

学报 %! O+6］

［++］ WQ;)C>C<*#C3% $ = )# 0, ,NN- 9: 0 ; 0 $%&’ 0 ’! ,--
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AC?)23 F2)GC>@);H A>C@@）（)2 =J)2C@C）［刘式适、刘式达 ,NNN 物理

学中的非线性方程（北京：北京大学出版社）］
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