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基于线性可逆变换方法，提出一种有效提高延迟反馈法控制混沌的方案 +通过将系统的部分状态变量在相应

的子空间作变换，实现用单路反馈控制信号替代变换前多路信号对原系统的控制作用，并且还从理论上确定出满

足系统可控的条件 +通过数值计算几个控制实例，其结果很好地说明这种控制混沌的方案是有效和实用的 +
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变量延迟反馈法是控制混沌的重要方法［!］之

一，它在实际控制混沌的应用问题中已得到了较为

普遍地使用［"—%］+ 在采用线性延迟反馈信号控制的

情况下，研究结果［(，-］表明，一个混沌系统能否被有

效地控制与所选择的自反馈信号有着直接的关系 +
例如，在三维自治系统的混沌控制中，并不是在三个

输出变量中任选其一所构造的自反馈信号都能够有

效控制混沌；即便在已经实现可控制的情况下，选用

不同的输出信号（任意一个输出信号）对系统施加自

反馈控制也会使控制参量的范围有明显差异 + 在使

用单一线性反馈信号无法达到控制效果的情况下，

解决的办法通常有两种：其一，仍利用单一控制信

号，采用增强型的反馈控制方案［-］，即将单一反馈控

制信号回送到系统的某几个输入端；其二，用多路

（即多分量）控制信号自反馈于系统实施控制 + 虽然

从实验设计上后者较前者的实现方案略复杂些，但

从控制的实效性来讲，后者的控制效果会更好 + 然

而，采用多路信号的自反馈控制将使得对系统可控

性的理论分析变得极为复杂，甚至得不到解析结果 +

例如，在变量延迟线性反馈控制下，受控制的一般 !
维非线性混沌系统可以写成

!·. "（!（ "））/ #0 ·［!（ " 1!）1 !（ "）］，（!）

其中 !·. 2! 32 "，!"$! ，"：$!#$! 。在自反馈控制

的情况下，控制参量 #0 应选择 #0 . 2456（ #0! ，#0" ，⋯，

#0! ）形式 +在某些情况下，使得系统可控其参数 #0 和

!的取值范围可通过分析系统（!）产生 789: 分支的

条件确定出 +需要指出的是，在确定系统（!）是否会

发生 789: 分支的过程中，将会遇到求解对应（!）式

的线性化特征方程的问题，其形式为

"! /"" ;1#! /"$ ;1"#! / ⋯ /"! ;1 !#! . ’，（"）

其中"!，""，⋯，"! 分别为关于#和 #0! ，#0" ，⋯，#0! 的

多项式 +实际上，即便在 ! . $ 的情况下，选择任意

两个 #0 不为零（相当于只有两路输出信号的自反馈

作用），讨论（"）式的特征根问题也是十分困难的 +如
果系统的维数再高（即 ! < $）且反馈信号的数目再

多的话，理论分析就更加困难 +实际问题中往往需要

用到多路信号的控制，而在这种情况下试图从理论

上给出对实验有指导意义的结果将是十分困难的，

因此寻求解决这个问题的方法无疑是十分重要而又

有实际意义的 +
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我们曾经利用延迟系统 !"#$ 分支的理论，对只

用单一信号自反馈控制三阶自治混沌系统给出了可

控性的条件［%—&］’基于这些结果和处理方法，我们设

想：对于多路输出信号控制的情况，如果利用线性可

逆变换，将系统的部分状态变量（与控制信号的数目

等同）在相应的子空间作变换，对应地也将原来的多

路控制信号用变换后的一路信号等效，即在变换的

意义上对系统仍然采用单路信号自反馈控制形式，

这样就可以利用已有的分析方法确定出变换后系统

的可控制条件 ’当然，我们也期望通过这样的变换处

理而使得在易于理论分析的同时也能明显改善控制

混沌的效果 ’本文只通过简单旋转变换方式（即只在

二维子空间上的线性可逆变换），具体说明这种方案

的原理和操作方法，以及将它应用到具体实例中获

得的结果 ’

( ) 方法和原理

考虑 !! 中的混沌系统

"·* #（"（ "））， （+）

对系统（+）进行线性可逆变换

" * $·%， （,）

变换矩阵 $ 取如下形式：

$ *［#$% ］* &
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变换后，系统（+）写成

%·* &（%（ "））， （%）

其中 %"!! ，&：!!#!! ’ 对变换后的系统（%）实施

用单一信号延迟自反馈控制，则有

%·* &（%（ "））4 ’·［%（ " 0"）0 %（ "）］，（5）

其中控制参量 ’ 只取对角型的常系数矩阵，且只有

一个非零元素 )，再将（5）式逆变换回关于 " 系统

时，应有

"·* #（"（ "））4$’·［"（ " 0"）0 "（ "）］，（&）

这里

$’ % $·’·$ 0- ’ （6）

一般地，（6）式已不再是对角矩阵 ’也就是说，上述线

性变换的形式对于反馈信号而言，变换后的单一输

出反馈信号是由变换前的至少双路输出信号经线性

组合所构成的，也即变换后使用的单一信号控制作

用等效于变换前多路信号对原系统的控制作用［6］’
在下面的讨论中，我们总是采用变换后的单一信号

对系统（5）实施反馈控制的 ’ 这样就可以利用文献

［%］所提出的分析方法，从理论上确定出控制参量

’，"，&，!的有效取值范围，再利用变换关系式（6）

可得到原系统（&）实现控制的条件 ’

+ ) 方法的应用

首先考虑三维 7"//89: 系统［-;］

*·- * 0 *( 0 *+，

*·( * *- 4 #*(，

*·+ * + 4 *- *+ 0 ,*+，

（-;）

当 # * ;’(，+ * ;’(，, * ,’ 3 时，系统是混沌的 ’选择

线性变换矩阵

$ * &
- ; ;
; ."/! 0 /12!
; /12! ."/
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其中 !，!分别为变换的可调参数 !对（"#）式变换，并

用 "$ 构造反馈信号，为讨论方便，不妨令 ! % "&#，

则有

"·" % ’ #" ’ #$，

"·$ %（"" ( # !$ #"）)*+! (［# !$ ( #$（""

’ ,!-）］+./! ( $［"$（% ’"）’ "$（%）］，（"$）

"·0 % ’（"" ( # !$ #"）+./!
(［# !$ ( #$（"" ’ , !-）］)*+!，

这里 #" % !［ "$ )*+! ’ "0 +./!］，#$ % !［ "$ +./! (
"0 )*+!］!系统（"$）的平衡点为

!"# % ’ ,!-#12，’ $0!-,,+./（$!）( $0!-,, ( $"!-,,)*+（$!）
’ #!#113",+./! ( $)*+!

，’ $0!-,,)*+! ’ $$!-,,)*+（0!）( +./（0!）’ +./!
"!#,, ( #!2--4)*+（$!）’ "!#,,+./（$!( )）

5
，

!$# % #!##113"，’ #!2--4+./（$!）( #!2--4 ’ "!#,,)*+（$!）
,-!#2+./! ( $)*+!

，
#!#,,04)*+! ( #!#,,04)*+（0!）( +./（0!）’ +./!

’ $"!-, ( $0!-,)*+（$!）( $"!-,+./（$!( )）

5

!

我们将讨论!和 $ 分别被固定其一而另一个为

可调参量两种情况下，系统（"$）有可能发生 6*78 分

支的条件 !
先固定!%!90，而以 $ 作为可调参量，在 !"# 处

对系统（"$）按照文献［4］，［3］的方法和步骤作分析，

其结果是当 $!（ ’ :，’ 0&$,）"（#&0$,，( :）时，

系统（"$）发生 6*78 分支；参量 $ 与延迟时间"的解

析函数关系（即对应于系统（"$）出现 6*78 分支的临

界线［4］）

"&（$）% ｛)*+’"（#" 9#$）( $（& ’ "）!｝$’"
# ，（"0）

其中 &! ’，$# 为 $ 的函数 ! 这里#" %（-&13 (
$&#$）$,

# (（""&, ’ $,&#$）$$
# ( 23&#$ ’ 4$2；#$ %

$（$&#$,
# ’ $,&#$$

# ( 23&#）!
再固定 $ % "&$，而以!作为可调参量，结果是，

当!!
(!
$ ’ $

-!，
(!
$ ( $

-( )! ，且 (! ) 时，系统（"$）

发生 6*78 分支，相应地!与"的函数关系是

"&（!）% ｛)*+’"（#0 9#,）( $（& ’ "）!｝$’"
# ，（",）

其中 &!’，而$# 为!的函数，且

#0 %（# !0"4+./1! ’ #!$,$)*+1! ( ⋯）$,
#

(（’ #!,,,+./"#! ( #!$,$)*+"#! ( ⋯）$$
#

( # !#$3$+./"#! ( #!#,$2)*+"#! ( ⋯；

#, %（’ #!0$0+./4! ( #!$,3)*+4! ( ⋯）$,
#

(（’ #!,,,+./"#! ( #!0,$)*+"#! ( ⋯）$$
#

( # !#$3$+./"#! ( #!#,0#)*+"#! ( ⋯

可见#0 和#, 均为以$# 降幂排列的多项式，$# 前

的各项系数与!有关 !图 "（;）和（<）分别给出：当 &
% "，$，0 时，由计算（"0）和（",）式得到 $="（!%!94）

和!="（$ % "&$）关系曲线 !（",）式表明!和"之间有

较为复杂的周期关系，实际上图 "（<）中明显反映出

它们之间所具有的周期性特征关系 !

图 " 计算式（"0），（",）所得的 $="，!="关系曲线（图中的符号分别表示"& % "，#& % $，$& % 0）（;）当!%!94 时的 $="关系曲

线；（<）当 $ % "!$ 时的!="关系曲线

由于没有涉及对时间的变换，所以变换前后系

统的时间尺度不变 !在实际控制过程中，"的大小仍

可以按照变换前计算原系统得到的基本周期的平均

值或它的倍数来选定［""］! 一旦"被确定，则在 $="
（或!="）曲线上就可以找到与这个"值相对应的 $
（或!）的临界值，此临界值的邻域就是欲达到控制
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混沌目的所要求的参量 !（或!）的取值范围 !
由理论上确定的可控制参量区域中选择两组值

"" #$%&’，! " ’! (，!"!) % 和"" ’’$#*(，! " +$,，!
"!) %，经数值计算得到系统（’(）被控制到一周期

（’-）和二周期（(-）状态，如图 ( 所示 !
取"" #$%&’，再分别选定!" + 和!"!.%，数值

计算并绘制 !/"’ 和 !/#’ 分岔图（取随时间演化状态

量的极大值），如图 ,（0）所示 !

图 ( 计算系统（’(）所得到的周期吸引子 （0）当 ! " ’!(，"" #!%&’，!"!.% 时，被控制住的 ’- 吸引子；（1）当 ! " +$,，"" ’’! #*(，!
"!.% 时，被控制住的 (- 吸引子

图 , 数值计算系统（’(）所得的 !/"’，!/#’ 和!/#’ 分岔图 （0）当"" #!%&’，并分别取!" + 和!"!.% 时，得到的 !/"’ 和 !/#’ 分岔

图；（1）当"" #!%&’，并且取 ! " +!2 时，得到的!/#’ 分岔图

从图 ,（0）可见，变换前（!" +），系统（’(）仅在

!!（+$+(’，+$%3）这样小的区间内才可控；而变换后

!"!( )% ，系统（’(）的可控区间为 !!（+$+&，,$+），

显然较之变换前，控制参数的选择范围扩大了数倍 !
图 ,（1）是固定 ! " +$2，数值计算得到的!/#’ 分岔

图 !图 , 表明系统（’(）能够被稳定控制的参数范围

与前面 理 论 分 析 得 到 的 结 果（如 图 ’ 所 示）基 本

相符 !
考虑 456788/9 混沌系统［’(］

"·’ " (",，

"·( " : ("( ; ",，

"·, " : "’ ; "( ; "(
( ! （’#）

选择变换矩阵 ! 的形式为

! " $
<7=! : =>?! +
=>?! <7=! +









+ + ’

， （’%）

并用 #’ 构造反馈信号，则有

#·’ " (#, <7=! ;（: ( %’ ; #,）=>?!
; !［#’（ & :"）: #’（ &）］，

#·( " : (#, =>?! ;（: ( %’ ; #,）<7=!，

#·, " : %( ; %’ ; %(’，

（’3）

其中 %’ " #’ <7=!: #( =>?!，%( " #’ =>?!; #( <7=!!类似
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上述分析，分别以 !，!作为控制参量，可以得到关

于系统（!"）发生 #$%& 分支的 !’"和!’"关系曲线，

如图 ( 所示 ) 若选定"* (+,，数值计算并分别绘制

系统（!"）的 !’"!（!* -），!’#! !*!( ). 分岔图，结果

如图 /（0）所示 )从图可知，变换前，系统（!"）的可控

区间仅为 !!（-+-1.，-+2"）"（-+"，-+3）；而变换后，

可控区域为 !!（-+13，2+-），其范围也明显扩大 )选
取 ! * -+.，该点在系统（!"）的可控区外，以!作为

可调参量绘制系统（!"）的分岔图（!’#!），如图 /（4）

所示，其结果表明，恰当地选取!也可以将系统稳

定住，如当!!（-+-3，-+((）"（!+!/，!+/"）时，系统

被控制到 !5 态；而当!!（-+(/，!+!-）时，系统被控

制到 15 态 )
为了说明上述理论及分析结果对实验的指导作

用，我们设计了实现 6%7$88’9 系统及其延迟反馈控制

的实验电路，并通过 5:%;<= 仿真平台观察其实验系

统的结果 )实验电路如图 . 所示，图中虚线框内的电

路为延迟反馈控制部分，除此以外的部分是 6%7$88’9
系统的实现电路 )

图 ( 由系统（!"）所得的（0）!’"和（4）!>"关系曲线 （0）!*!?.；（4）! * -)(

图 / 数值计算系统（!"）所得的 !’"!，!’#! 和!’#! 分岔图 （0）当"* (),，并分别取!* - 和!*!?. 时，得到的 !’"! 和 !’#! 分岔图；

（4）当"* (+,，并且取 ! * -+. 时，得到的!’#! 分岔图

电路系统的状态方程为

$·! * %
%!

$2 @ %
%/

&! @ %
%(

&1，

$·1 * > %
%1

$1 @ %
% $2 @ %

%(
&! @ %

%.
&1， （!3）

$·2 * > %
% $! @ %

% $1 @ - )1 %
%2

$1
1，

其中

&! * $!（ ’ >"）> $!（ ’），&1 * $1（ ’ >"）> $1（ ’）)
实际上，只要取

% ?%! * % ?%1 * 1， - )1% ?%2 * !-，

% ?%/ * !<$:1!， % ?%( * !<$:!:;A!，

% ?%. * !:;A1!， （!,）
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图 ! 延迟反馈控制 "#$%&&’( 系统的电路实现

及令 !" )!#" ，" ) *，+，,，就可以将（*-）式按（-）式

的形式表示出来 .这里! ) */，它的作用是限制实验

电路中的电流或电压，以防过大而影响电路器件的

正常工作 .构造 "#$%&&’(电路系统要求 $ ) *//0!，%
) ,,/#1，$* ) $+ ) 2/0!，$, ) +0!，$& ) +/!.另
外，再根据上述已由理论分析确定的可控制参量范

围，若要具体选择" ) 345，’ ) *4/，# )"6 !和" )
345，’ ) /4!，# )"6 ! 这两组值，则应该选择实验电

路中的 $3，$2 和 $! 各阻值为（*）$3 ) +,/450!，$2

) *,,4,0!，$! ) 3//0!；（+）$3 ) ,-3450!，$2 )
+++4+0!，$! ) !!!470!.

电路仿真的结果表明，当取第一组电阻值时，系

统被控制到 *8 状态，如图 7（9）所示；而当取第二组

电阻值时，系统被控制到+8状态，如图7（:）所示 .显
然，电路仿真实验结果与理论分析的结果是一致的 .

图 7 "#$%&&’( 电路系统被控制的仿真结果 （9）*8 态；（:）+8 态

34 结 论

通过上述的理论分析、数值计算和仿真实验的

结果都说明，利用本文提出的可逆线性变换方案可

以有效地解决：（*）在需要使用多个延迟控制变量的

情况下如何从理论上得到可控的解析条件问题；（+）

用单一信号不能控制的问题或扩大控制参数的选择

范围问题 .尤其是在电路实验中的验证结果，也会为

其他实验系统的混沌控制提供切实可行的方法 .
我们在上述两个例子选择变量变换组的构成中

分别考虑了两种情况：至少包含一个原系统中含有

非线性项的分量（如在 ;%<<=>$ 系统（*/）中选择的

（!+ !,）组合，即 ( ) + ) ) ,）；只包含原系统线性项

的分量（如在 "#$%&&’( 系统（*2）中选择的（ !* !+ ）组

合，即 ( ) * ) ) +），理论分析和数值计算结果都表

明，无论采用哪一种变换组都可以提高实现混沌控

制的有效性 .这说明变换组的构成（即 (，) 的选择）

具有较大的灵活性，只是对一个具体的系统而言，变

换组（( )）的选择不同，对控制效率的影响略有不

同 .此外，控制矩阵 * 中对角线上非零元素的位置

应按 ( 或 ) 值确定，例如，若 ( ) + 和 ) ) ,，则 * 只

能取 ?@9A（/，’，/）或 ?@9A（/，/，’），否则由（5）式可

知，变换前后控制结果相同，即所做的可逆线性变换

未能达到改善控制效果的目的 .
利用可逆线性变换可以提高连续系统变量延迟

反馈控制的有效性，实际上，这种方法用于其他一些

控制混沌方案也是可行的 . 作为一般性的讨论，设
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! 为某种控制形式的信号，考虑对经过可逆线性变

换的新系统（!）进行控制，其系统状态方程一般地可

写成

"·" #（"（ !））# !， （$%）

由（&）可得

$·" %·"·" %·#（"（ !））# %·!
" &（$（ !））# %·!， （$’）

显然，当控制信号 ! 以加（法）性的方式注入系统

时，对变换后新系统实施的单变量控制等同于对原

系统进行多变量控制 (
这一方法的使用也可以推广到对离散混沌系统

的控制问题，这就为提高混沌控制的有效性提供了

一种具有普遍意义而又实用的方案 (

［’］ )*+,-,. / ’00$ "#$% ( &’!! ( 1 !"# &$’
［$］ 2,3- 4 5 $%%$ ()%!’*+,- .#)/% ),0 1’2’3/4+,- 5+-# 6’7#,/3/-$

（678983-：:;7 1:<=8> ?37+-* )@AB8.;83- C<@.7）（83 D;837.7）［方锦

清 $%%$ 驾驭混沌与发展高新技术（北京：原子能出版社）］
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