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依据定量因果原理的数学表示，统一地导出了 *+,-+.,/ 量中含坐标关于时间一阶、二阶导数的积分型的
0+12345.原理、6577原理、0839/-原理和 :+;</-4;27=*+,-+.,/原理等，给出了这些原理的本质联系和统一描述 >得出 !&
? &并不是通常的保持 @;3/-=*+,-+.,/方程不变的结果，而是满足定量因果原理的结果 >还得出 *+,-+.,/量的所有的
积分型变分原理等价地对应于两类满足定量因果原理的不变形式 >同时发现所有积分型变分原理的运动方程都是
@;3/-=*+,-+.,/ 方程，但不同条件的变分原理所对应的不同群 " 作用下的守恒量是不同的 >从而可对过去众多零散
的积分型变分原理有一个系统和深入的理解，并使这些变分原理自然地成为定量因果原理的推论 >
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! N 引 言

数学和物理学中大量存在着泛函极值的变分原

理［!—"］，这从一个侧面反映了客观世界的统一

性［$—%］，也体现了人们对建立统一物理规律的渴

望［%—O］>
变分原理是以泛函的变分形式表述的一种物理

原理［!—O］>在所有满足一定条件的物质运动状态中，
真实的运动状态应对某物理量取极值，以使对应体

系的作用量满足定量因果原理［’—P］>而且，被公认
的不满足因果原理的物理规律尚未发现 >
在物理学的许多原理中，可不用微分形式而以

变分形式来表示，它们描述某些量可取极值的条件，

这些原理统称为变分原理 >事实上，微分描述可从变
分描述中导出，亦即 @;3/-=*+,-+.,/方程与变分方程
等价，故现在通常是以这一原理为主来给一般理论建

立基础 >因此，变分原理被认为是物理学诸多定律中
的最高形式［%］>由文献［’—!&］和下面的研究可见变
分原理只是宇宙中得失相等的定量因果原理的推论 >

由作用量泛函为 # 的变分原理可推导出各种
物理规律 >比如在弹性力学、电磁理论、相对论、量子
理论、场论中都有相应的变分原理，从而可导出各自

的科学理论体系 >
文献［’—P］阐明了任一体系物质转化过程中的

得失相等的定量因果原理，文献［’］给出了定量因果
原理对变分原理和相互作用的局域性因果原理的统

一 >文献［!&］利用满足定量因果原理的不失不得的
同胚映射，得到了一般的物质流形，给出了理想态、

参考态和变形态的统一描述，获得了弯曲空间中应

变张量的一般表示，并且克服了欧氏空间和弯曲空

间中晶体缺陷理论的统一和对应的困难 >从定量因
果原理出发，可导出不同积分型变分原理 >

$ N 定量因果原理对一般积分型变分原
理的推导应用

由于宇宙中的任一系统在演化过程中必满足得

失相等的定量因果原理，故文献［’，P］按照数理逻
辑和物理学的方法严格地导出了定量因果原理的数
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学表示，

!" ! #" " #， （$）
式中，" 为一个表征体系特征量的集合，如 " 可以
是依赖于 $ 个变量的泛函，!，# 为不同算子的集
合，如可以是不同微分算子的集合 %（$）式的物理意
义是任一类算子 ! 对集合 " 作用，其所能出现的真
实结果必导致某一类算子集 # 对 " 的作用，使 #"
与 !" 在定量上相等，整个过程满足任意一些量的
定量作用（因）必导致相应等量作用（果），即满足得

失相等的定量因果原理 %如表征物理学中基本相互
作用规律的规范场正是主纤维丛的联络，由（$）式中
! " % 算子，" " & 为截面矢量，可自然地导出 # "

!联络［$$］%
由定量因果原理，文献［&，’］利用（$）式系统地

给出了对所有不同微分型的变分原理的统一描述及

它们的本质联系 %
现我们利用定量因果原理，导出一般的积分型

变分原理，然后应用所得一般的积分型变分原理的

表示，给出各种积分型变分原理及它们的关系和统

一的描述 %
由宇宙中得失相等的定量因果原理知，真实的

物理过程应是在群 !（在（$）式中 # " $，!" " "(）作
变换后，定量因果原理使整个系统的作用量确保下

列方程等号右端保持不失不得［&］：
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其中一般的无穷小变换为［$)］
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（-），（.）两式中""（"$，")，⋯，",）为 /01群 ! 独立
的连续变参数，%$和（&

$
+）
（ *）为

%$ " "’(（)，)·，)*，’，"）
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（2），（3）式被称为群 ! 作用下的无穷小生成函数，

#$（$" $，)，⋯，,）为与"$相对应的无穷小参量 %
不失一般性，令

((（)(，)·(，)*(，’(）" (（)(，)·(，)*(，’(）

, -（)(，)·(，)*(，’(），（&）
式中 - 为任意光滑函数 %将（&）式代入（)）式，整理后
得
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其中已经用到
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由于（&）式是一个极限过程，不失一般性，略去二阶
无穷小量，则有

- " -# ,#$
+.$
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将（$#）式代入（’）式，略去高阶无穷小量，则（’）式简
化为
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式中 ! !!"!"（"! "，#，⋯，"）$对（""）式等号右端

积分第三部分取端点条件使其积分为零，由于!#$

和 %% 都独立，又（""）式等于零，则得 %% ! % $故有
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可见在（"%）式条件下 %% ! %并不是通常一些文

献所说的是保持 *+,-./012.132-方程不变的结果，而
是满足定量因果原理的结果 $
利用（"#）式可给出各种积分型变分原理的推导

和统一描述 $

4 5 定量因果原理对各种积分型变分原
理的推导和统一描述

下面具体给出各种积分型变分原理的推导和统

一描述 $
当求广义坐标的等时变分时，有"’ ! %，则由

（"#）式可得含坐标二阶导数的 6178,9:3变分原理，
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由（"4）式中关于对时间的全导数积分为零的要求，
得 012.132-量含坐标关于时间的二阶导数（以下简
称二阶 (）的 6178,9:3 变分原理的条件是 ’"，’#

固定，!#$ ’ ! ’"
!!#$ ’ ! ’#

!!#·$ ’ ! ’"
!!#·$ ’ ! ’#

! %和

!（ ’"）! !（ ’#），即在 )# 空间看是定端点变分 $由!#
的任意性，得二阶 ( 的 *+,-./012.132-方程，
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当 012.132- 量不含 #) $ 时，得通常（一阶 (）的

6178,9:3变分原理，
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其相应的条件简化为 ’"，’# 固定，!#$ ’ ! ’"
!!#$ ’ ! ’#

! %和 !（ ’"）! !（ ’#）$
由于

"#（ *）
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则（"#）式可化为
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（">）
由（">）式中关于对时间全导数的积分为零的要

求，可得二阶 ( 的 ?:@@变分原理的条件 $由于"+#$

& #·$"’（ $ ! "，⋯，,）构成系统的虚变分，则同样可
得二阶 ( 的 *+,-./012.132-方程（";）$
当 012.132- 量不含 #) $ 时，得通常（一阶 (）的

?:@@变分原理［A］和相应的 *+,-./012.132-方程，其条
件为在二阶 ( 的 ?:@@ 变分原理条件中除去
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·

$ ’ ! ’"
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·
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! %即可 $

将（"=）式代入（"#）式，并利用

’
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和易证的关系式
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（"(）
在（"(）式中，由等号右端满足定量因果原理的

不失不得地等于零的要求，得二阶 $ 的 )*+#,-作用
量变分原理的条件为

""# ! ! !.
!""# ! ! !"

!""·# ! ! !.
!""·# ! ! !"

! (，

（".）
（"(）式中"! 在任意时刻可不为零，""# 为任意，可
得 /0+,-1234-354,方程（.6）’二阶 )*+#,-变分原理的
数学表达式（"(）可简化表示为

!
!"

!
{

.

"$ &"[
#
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!"·#

"·# & !
$
!"% #

"% #

$
#
# !
!$
!"%( )

#
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# ! $!$
!!" }! # ! ! (’ （""）

可见 )*+#,-变分原理亦是由（."）式导出的，且在 %"

空间里看是沿 ! 轴方向的变端点变分 ’故不管端点
条件如何，只要满足定量因果原理，就可以得出或再

定义相应新的变分原理 ’
当 $ 不含 "% # 时，由（""）式得通常（一阶）的

)*+#,-变分原理［6］

!
!"

!
{

.

"$ &"
#

!$
!"·#

"·#
#"!
# ! $!$

!!" }! # ! ! (’（"7）

其条件为在（".）式中取消条件""·# #! ! !.
!""·# #! ! !"

! (，其他保持有效即可 ’
当对（""）或（"7）式取等时变分时，则它们都简

化为 )389+:;5变分原理，

#& !!
!"

!.
#$# ! ! (’ （"6）

可见不含 ’ 的 )389+:;5变分原理也是 )*+#,-变分原
理在等时变分下的简化表示 ’
在 )*+#,- 变分原理表达式（""）中，当 $ ! $（ "，

"·，"%）时，有

!$
!! ! !$（"，"·，"%）

!! ! (， （"<）

当存在二阶 $ 的运动轨道积分，
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将（"<），（"@）式代入（""）式得
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其中已利用

"
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#
"[ ]·

! "). & ")" $ ")"( ! ") ’ （"B）
（"A）式正是新的二阶 $ 的 C30D,-:09>1234-354,
原理的表达式，可见该原理一般情况是有条件的，即

端点是可动的 ’
当 234-354,量不含 "% #，则（"A）式简化为

"+ ! "!
!"

!.

（").）# ! ’ （7(）

（7(）式正是通常（一阶 $）的 C30D,-:09>1234-354, 变
分原理的表达式［.6］’
在一般的位形空间，有

") ! ’#,
#"#
# !

#",

# ! ， （7.）

故

# ! !（")）$.E"（’#, #"# #",）
.E" ’ （7"）

由于有方程

") ! "（( $ *）， （77）
故可利用（7.）—（77）式整理（7(）式得

"+ ! "!
!"
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"（( $ *（".，⋯，"-$ ））（’#, #"# #",）
.E" ’
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（76）式正是 F3=;G9形式的几何变分形式［6，.7］’
当 ’#,为广义坐标位形空间的 H9,8355度规时，

有 # ." ! ’#, #"# #",，则（76）式可表示为 H9,8355空
间的 F3=;G9变分
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当

’#, ! /#0!0, （7?）

为笛卡尔位形空间的度规，则有 ") ! ’#, "
·

#"
·

, !

/#0"
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0"
·

# ! /#!"，其中已取质量矩阵［/#,］是对角的，

!# 为第 # 个质点的速度，则 C;0D,-:09>1234-354,变分
原理简化为 C;0D,-:09>变分原理，
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故其作用量仍是系统各质点动量沿路径积分之和 !
综上所述，我们利用定量因果原理导出了不同

的积分型变分原理，并具体利用定量因果原理获得

了不同积分型的一阶、二阶 ! 的普遍变分原理，以
及它们之间的本质关系和它们的统一描述，从而对

过去众多且零散的变分原理有了一个系统而深入的

理解 !

" # 讨 论

由于宇宙中得失相等的定量因果原理是一般

的，所以对上述所有变分原理都有满足得失相等的

定量因果原理的守恒量 !
由于（$%）式任意时刻都应成立及由变量的任意

性和（$&）式得
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由（-.）式和"#" 及时间的任意性，得二阶 ! 的 /01234
56736872方程（$"）和
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) !#$ ) % + 9:8;< ! （-&）
利用（-）—（=）式代入（-&）式，并利用!"的任意性得
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（" + $，%，⋯，&）! （",）
（",）式即为一般二阶 ! 系统在一般 5>2群 ’ 作用下
一般变分（$%）式中的保持不失不得的 & 个守恒量 !
其对应的二阶 ! 的 /0123456736872 方程（$"）正是文
献［?，&］和本文所揭示的系统量变化所满足的定量
因果原理的数学表示，即对于积分型变分原理，不但

有任一时刻的动态定量因果原理的表达式（$"）（即
方程中一些量变化（因）时，必定导致方程中其他量

动态瞬时变化（果），以使方程右端保持不失不得，即

右端为零），而且有全过程的（%），（-&）式的定量不变
的结果 !定义微分型的变分原理表示为［"，?］

#! + !@（#@，#·@，#*@，$@）’ !（#，#·，#*，$）+ ,，
（"$）

以及由（-.）式可确定(%( $，即

! (#$
( $ )#! + ’ (%

( $ ! （"%）

（"%）式表征积分变量的变化 ( $@ + $ ) (#$
(( )$ (( )$ 所

引起的部分与微分型变化部分的和等于负的
(%
( $ !并

且（-.）式中 ! (#$
( $ 项与#! 中的 (!

( $#$ 相加成为

(（!#$）
( $ 可形成更大的守恒量，从而使体系有不同

量随时间而变的全过程（变分的积分区间 $"
［ $$，$%］）的定量表示 !故积分型变分一般情况下有
两类不失不得守恒量，即（-&）式和体系量的动态瞬
时定量因果守恒量（$"）式 !可见 /0123456736872 方
程，必须加上守恒量方程（-&）才与积分型变分（%）式
等价 !
由（%）式导出的（$"）式可知，对体系不同量变化

关系有任一时刻必须满足的动态瞬时定量因果关联

方程（$"），也有整个时间总过程中满足的体系不同
量变化的定量因果关联（%）式，即有体系不同量的动
态瞬时定量因果关联，也有体系不同量的全过程的

定量因果关联，它们都是宇宙中得失相等的定量因

果原理的自然推论 !
当取等时变分时，由一般守恒量表达式（",），得

A6B>1<:8变分原理下的 & 个守恒量，

!
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!#·"

’ (
( $
!!
!#*( )[

"
#
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" ) !!
!#* "
#
·"
" ) %" + 9:8;< !

（" + $，%，⋯，&）! （"-）
其对应表征系统的运动方程仍是（$"）式 !
类似于获得（",）式的讨论，由（$?）式可得 C:;;

变分原理的守恒量也是（",）式，其相应的运动方程
也是（$"）式 !
同理由（%,）式可得 AD1(23变分原理的 & 个守

恒量，
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!!
!#·"

’ (
( $
!!
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" #
"
" ) !!
!#* "
#
·"[ ]" + 9:8;< !

（" + $，%，⋯，&）! （""）
由（%,）式仍得表征系统量变化的 /0123456736872 方
程（$"）!
由于 E60F23<0>;456736872 变分原理（%.）式正是

AD1(23变分原理（%%）式在有约束条件（%G）和（%=）式
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下的结果，故相应的守恒量仍是（!!）式 "其相应的运
动方程仍为（#!）式 "
由（$%）和（$&）式得

! ’ $" ( )*+,- " （!.）
故用（!.）式代入（!!）和（#!）式得 /01234-15,670840+83
变分原理下守恒量和运动方程为
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由以上讨论可知，不同变分原理的表征体系量

动态定量因果变化的守恒方程都是（#!）式，而不同
条件的变分原理所对应的在群 ( 作用下的守恒量
可以是不同的 "前者表征物理规律不依赖于不同的
条件，后者表征物理表现形式可以多种多样，因为

>*3-?34的不变守恒量总是与物理可观察量相对应 "
可见具有得失相等特性的定量因果原理是很一般

的 "限于篇幅，向高阶 ! 和场论中的推广等将另文
讨论 "

. @ 总 结

本文利用宇宙中得失相等的定量因果原理，统

一地导出了 70840+83量中含坐标关于时间一阶、二

阶导数的积分型 A0B5C-*+原理、D*,,原理、AEC934原
理、/01234-15,670840+83 原理等，给出了所有这些原
理的相关联系和统一描述 "得出依据定量因果原理
还可以有多种不同条件的高阶 ! 的新作用原理可
以定义和导出，并统一地导出了一阶、二阶 ! 的所
有这些变分原理 "
由于宇宙中各种事物的演化发展应满足因果原

理，所以因果原理是宇宙中各种事物演化发展关联

的纽带 "故得出所有这些适合于不同系统的原理之
所以能成立，是因为任一系统的任一演化过程必须

满足宇宙中得失相等的定量因果原理，进而导出了

满足定量因果原理的相应守恒律等一些重要的结

论 "如导出了二阶 ! 的 D*,,，AEC934等原理所对应的
守恒量和相关原理成立的条件，得出 )< ’ < 并不是
通常一些文献所说的是保持 F1C34670840+83 方程不
变的结果，而是满足定量因果原理的结果 "并且发现
所有变分原理的运动方程都是（#!）式，而不同条件
的变分原理其所对应的在不同群 ( 作用下的守恒
量可以是不同的 "前者表征物理规律不依赖于不同
的条件，后者表征物理表现形式可以多种多样 "这对
过去众多且零散的变分原理有了一个系统而深入其

本质的理解，并自然地使这些变分原理成为定量因

果原理的推论 "
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