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提出了计算动态电子光学成像系统时间像差系数的新方法———直接积分法 $以阴极面逸出的轴向电子初能为

!!!（7"!!!"!7=(>）的近轴电子轨迹为比较基准，给出了时间像差的定义，详细叙述了直接积分法并给出求解动态电

子光学成像系统时间像差系数的积分表达式 $"变分法求得的二级几何时间像差系数必须求解微分方程，而直接
积分法求得的二级几何时间像差系数全部以积分形式表示，仅需进行积分运算，更适用于成像系统的实际计算与

设计 $
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! A 引 言

在宽束动态电子光学成像系统的计算与设计

中，时间像差理论占有重要的位置 $ !:<9 年，
1(6&.)-+和 B(’234’-&［!］首先提出了时间渡越弥散即
一级时间像差的表达式 $ !:9!年，C)&,D(［"］对其进行
了证明 $ !:87年，#&’()*+,)-.和 1234546［/］用"变分法
提出了一种较为完整的时间像差理论，给出了计算

动态电子光学成像系统一级和二级时间像差系数的

表达式 $
文献［;］中已经证明，电子光学成像系统的空间

弥散特性主要由一级横向像差（即一级横向色差）决

定，它可由 E42-’(F45G%,*.=&6.23公式表示，

!"!! H "#
$2

!# "（ !# ! I !!# !）$ （!）

而成像系统的时间弥散特性主要由一级时间像差

!%! 以 1(6&.)-+GB(’234’-&公式［!］表示，

!%! H
"&7#’

!
$2
!# ! $ （"）

这里，!!，!" 分别为电子从光阴极发射时的轴向初能

量和径向初能量，!!!为与理想成像位置相对应的电

子轴向初能量，# 为系统放大率，$2 为阴极面上的

场强（取负值），’ J&7 为电子的荷质比 $
不难看出，（!），（"）式之间存在某种不协调性和

不对称性 $（!），（"）式表明，系统的横向像差和时间
像差在一级近似下与电极结构和电位分布无关，而

与电子的轴向逸出初能!!、阴极面上的场强 $2 有

关 $这两个公式的差异在于：（!）式中含有放大率参
量 # 以及与理想成像位置相对应的电子轴向初能
量!!!的参量；但（"）式中既不包含放大率的参量，也

不包含相应的!!!的参量 $同样，在"变分法的时间
像差理论中，也并没有与!! 相比较作为基准的!!!的

参量 $
关于电子光学成像系统的空间像差或时间像

差，实际上这是同一事物（即由阴极面逸出的光电子

的发射初能量分散）在某一成像面上所显现的空间

弥散特性或是在空间某一位置（包括成像面位置）处

所显现的时间弥散特性 $我们可以理解（"）式没有引
入放大率的参量，因为时间像差乃是两条不同的电

子轨迹（实际轨迹与近轴轨迹）在任一位置 !（包括
成像面位置）处的时间离散，而空间像差必须在!!!

所对应的成像位置处衡量 $但是在（"）式中没有引入

!!!的参量显然是不协调的 $这种不协调性唯一可以
统一起来的解释是：目前普遍采用的评价时间渡越
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弥散或时间像差理论是以某一轴向初能量!!! " #
的电子作为比较基准，来探讨轴向初能量!! 不等于

零的电子所构成的时间离散或形成的时间像差 $
本文的目的是探讨一种更为简便的、能直接求

解电子光学成像系统时间像差系数的新途径，它不

同于现有的"变分法 $文中以阴极面逸出的轴向电
子初能!!!在（#!!!!!!# %&’）的近轴电子轨迹为基

准，研究时间像差的定义，给出了计算动态电子光学

成像系统的时间像差系数的新方法———直接积

分法 $

( ) 时间像差的定义

按照我们对静电聚焦和电磁聚焦电子光学成像

系统的像差理论研究［*，+］以及对静电聚焦同心球系

统的电子光学成像理论的研究［,］，轴对称成像电子

光学系统的时间像差可定义为

!" "!"（ !）" " -.&/（ !，!!0(
# ，!!0(

! ，!#）

1 "2&-&’（ !，!!0(
#!，!!0(

!!，!#）$ （3）
这里，" -.&/，"2&-&’分别表示由光阴极发射的实际电子
轨迹和近轴电子轨迹到达同一位置所经历的时间；

!!，!# 分别为电子从光阴极发射时的轴向初能量和

径向初能量，!!!为作为比较基准的近轴电子轨迹的

轴向初能量；取圆柱坐标系（ !，!），轴向坐标 ! 自阴
极面 !# " #算起，!# 为电子出射的径向初始矢量 $
将 " -.&/，"2&-&’分别以 "，""代之，下面将证明，近轴

电子轨迹所经历的时间 ""与电子的径向初能!!0(
#!、电

子逸出高度 !# 值无关 $于是（3）式便可表示为

!" " "（ !，!!0(
# ，!!0(

! ，!#）1 ""（ !，!!0(
!!）$ （4）

我们将（4）式表示成以下的形式：

!" "!$（ !，!!0(
! ，!!0(

!!）5!"（ !，!!0(
# ，!!0(

! ，!#）

"!$ 5!"， （*）
这里，!$ 称为近轴时间像差或时间色差，它表示轴
向初能不同的两条近轴电子轨迹的时间差异，由下

式表示：

!$ " ""（ !，!!0(
! ）1 ""（ !，!!0(

!!）$ （+）

!"称为几何时间像差，它表示轴向初能相同的实际
电子轨迹与近轴电子轨迹的时间差异，由下式表示：

!" " "（ !，!!0(
# ，!!0(

! ，!#）1 ""（ !，!!0(
! ）$ （,）

由光电子初速度分布引起的时间像差归结于研

究函数!" 在某一轴向位置 ! 处与小参量!!0(
# ，!!0(

! ，

!!0(
!!，## 之间的关系式，时间像差可以表示为

!$ " %(（!!0(
! 1!!0(

!!）5 &((（!! 1!!!）， （6）

!" " %!!!0(
# 5 %3 ## 5 &!!!# 5 (&!(!!0(

#!!0(
!

5 (&!3!!0(
# ## 5 (&(3!!0(

! ## 5 &33 #(# $ （7）
这里 %’ " %’（ !）（ ’ " !，(，3），&’( " &’(（ !）（ ’，( " !，(，

3）分别称为电子光学成像系统的一级、二级时间像
差系数 $

3 ) 直接积分法求解电子光学成像系统
的时间像差系数

!"#" 几何时间像差系数 "##，"#!和 "!!的确定

图 !为电子自阴极面发射的初始状态，初始位
置矢量为 !#，方向角为##，初始电子的逸出角为$#，

方位角为%#，电子逸出的初速度为 )#，

)# " (*
+#
!# #，

!!0(
! "!!0(

# 89:$#，

!!0(
# "!!0(

# :;<$# $

图 ! 电子自阴极面发射的初始状态

轴对称静电场下电子运动方程为

,! " *
+#

"&
"! $ （!#）

利用空间电位分布& "&（ !，!）的谢尔赤级数展开
式，

&（ !，!）"’（ !）1 !(
4’=（ !）5 !4

+4’
（4）（ !）1 ⋯

（!!）
这里，’（ !）表示轴上电位分布，’>（ !），’=（ !），

’#（ !），’（4）（ !）乃是’（ !）对 ! 的导数 $将（!!）式代入
（!#）式，可得

?（ !·(）" (*
+#
’>（ !）1 !(

4’#（ ![ ]）? ! $ （!(）
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对（!"）式进行积分，于是有

!·" # ""
#$!!%（ !）& ! ’ ""

#$!
!"

(!!（ !）& ! ) ""
#$
"! *

（!+）
为了求得（!+）式等号右端第二项的积分，对

!!"

(!!（ !）& ! 作变换 *

轴对称成像系统的近轴轨迹方程［,，-］为

［!（ !）)"!］!. ) !
"!%（ !）!% ) !

(!.（ !）! # $*

（!(）
其解可表示为

!（ !）# !$ $（ !）)
#$

""" "!$ %（ !）* （!,）

这里特解 % # %（ !），$ # $（ !）满足如下初始条件：
%（ !$ # $）# $，

%%（ !$ # $）# !
"" !

；

$（ !$ # $）# !，

$%（ !$ # $）# $*

（!/）

于是，

!"（ !）# &"$ $"（ !）) "$（ !）%（ !）

0 &$ "" & 123（#$ ’$$）)"&%"（ !）*（!-）
将（!-）式代入（!+）式等号右端的第二项，有

!!"

(!!（ !）& !

#!!
( &"$ $"（ !）!!（ !）& !

)!!
" &$ "" & 123（#$ ’$$）$（ !）%（ !）!!（ !）& !

)!!
("&%"（ !）!!（ !）& ! * （!4）

先求（!4）式等号右端的第二项!!
"［ &$ "" & 123（#$ ’

$$）$（ !）%（ !）!!（ !）］& ! *
&
& ! %%$%!# ) !

(!.[ ]%$

#!%%%$% )!# %.$% )!# %%$.

) !
(!!%$ ) !

(!.%%$ ) !
(!.%$% *

这里!# #!（ !）)"!，并利用

!# %. # ’ !
"!% %% ’ !

(!. %，

!# $. # ’ !
"!%$% ’ !

(!.$，

可得

&
& ! %%$%!# ) !

(!.[ ]%$ # !
(!!%$ * （!5）

于是，最后可得

!!
( $（ !）%（ !）!!（ !）& ! # %%$%!# ) !

(!.( )%$ ) ’! *

由初条件（!/）式，常数 ’! # $，故有

!!
" &$ "" & 123（#$ ’$$）$（ !）%（ !）!!（ !）& !

# " &$ "" & 123（#$ ’$$） %%$%!# ) !
(!.( )%$ *（"$）

现求（!4）式等号右端的第一项 *类似（!5）式的推导，
可得

&
& ! $% "!# ) !

(!.$[ ]" # !
(!!$" * （"!）

对（"!）式等号两端积分后得

!!
( $"（ !）!!（ !）& ! # $% "!# ) !

(!.$( )" ) ’" *

由初条件（!/）式，常数 ’" # ’ !
(!. $，故有

!!
( &"$ $"（ !）!!（ !）& !

# &"$ $% "!# ) !
(!.$

" ’ !
(!.( )$ * （""）

同样，对于（!4）式等号右端的第三项，可得

!!
( %"（ !）!!（ !）& ! # %% "!# ) !

(!.%( )" ) ’+ *

（"+）
由初条件（!/）式，常数 ’+ # ’ !，故有

!!
("&%"（ !）!!（ !）& ! #"& %% "!# ) !

(!.%
" ’( )! *

（"(）
将（"$），（""），（"(）式代入（!+）式，便有

!·" # ""
#$
［!（ !）)"!］’

""
#$
"& %% "!# ) !

(!. %
" ’( )[ !

) &"$ $% "!# ) !
(!.$

" ’ !
(!.( )$

) " &$ "" & 123（#$ ’$$） %%$%!# ) !
(!.( ) ]%$ *

（",）

这样，由 & ( # & !
!·
，便得到电子到达系统内某点的时

间表达式，

(（ !，"!6"
& ，"!6"

! ，&$）

#!
!

$

& !
""
#( )

$

!6"

［!（ !）)"!］
!6"

! ) !
"

!
［!（ !）)"!

{ ］
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! !! "" #"! $ %
&"’"

# (( )[ %

$ !#) #" #"! $ %
&"’#

# ( %
&"’( ))

$ # !) !" ! *+,（#) ($)） ""#""! $ %
&"’( ) ] }"# -

（#.）
对于近轴电子，在（%/）式中略去 !# 项，则有

$·# 0 #%
&)#""（ $）1 $ $ #%

&)
!$ - （#2）

于是

’!（ $，!%3#
$ ）0#

$

)

1 $
#%
&( )

)

%3#

［"（ $）$!$］
%3#

-（#4）

（#4）式亦可由（#.）式略去!%3#
! 和 !) 的二次项求得 -

这表明，对于近轴电子轨迹，无论是从轴上点逸出

的，或是从高度为 !) 的轴外点逸出的，只要其轴向
初能量!$ 相同，它所经历的时间是相同的 -（#4）式
表明：’!与!%3#

! ，!) 值无关 -
由（2）式的定义，并由（#.），（#4）式，对照（5）式，

便有 (% 0 (/ 0 )，)%# 0 )#/ 0 ) -因此

!% 0 )%%!! $ #)%/!%3#
! !) $ )// !#)， （#5）

式中

)%% 0#
$

)

%

# #%
&( )

)

%3#

［"（ $）$!$］
/3#

! "" #"! $ %
&"’"

# (( )% 1 $， （/)）

)%/ 0#
$

)

%

# #%
&( )

)

%3#

［"（ $）$!$］
/3#

! *+,（#) ($)） ""#""! $ %
&"’( )"# 1 $，（/%）

)// 0#
$

)

%

# #%
&( )

)

%3#

［"（ $）$!$］
/3#

! #" #"! $ %
&"’#

# ( %
&"’( )) 1 $ - （/#）

这里，)%%为二阶时间球差系数，)%/为二阶时间场曲

系数，)//为二阶时间畸变系数 -

!"#" 时间色差系数 "# 和 ###的确定

由（.）式的定义，并由（#4）式，可得

!* 0 (#（!%3#
$ (!%3#

$%）$ )##（!$ (!$%）

0#
$

)

1 $
#%
&( )

)

%3#

［"（ $）$!$］
%3#

(#
$

)

1 $
#%
&( )

)

%3#

［"（ $）$!$%］
%3#

- （//）

这里，(# 为一级近轴时间像差系数或简称一级时间

色差系数，)##为二级近轴时间像差系数或简称二级

时间色差系数，它们分别是（//）式按 !" $展开后与

!"$和!$ 项幂次相对应的系数 -
（//）式仅给出了确定时间色差系数 (# 和 )##的

途径，但并未给出具体的表达式 -下面我们用两种方
法求时间色差系数 (# 和 )## -
/6#6%6 用泰勒级数法求时间色差系数 (# 和 )##

由（//）式可知，时间色差系数 (# 和 )##仅与轴

上电位分布"（ $）有关 -现我们将"（ $）以泰勒级数
展开式表示为

"（ $）0 $
&

%

+&

&！$
& - （/&）

这里，+& 是与场有关的系数 -当 & 0 %时，+% 0 ( +* -
把"（ $）代入（/#）式并积分之，便得到

’!（ $，!%3#
$ ）0

#&)"%
%
+%
（ +% $ $!" $ ( !" $）-

（/7）
按常数项和!%3#

$ 的幂次对（/7）式展开后可得

’!（ $，!%3#
$ ）0

#&)"%
%
+ (

%
+%" $ ( !" $

$ %
# +%" $

!$ $ ,（!$） )/3# -（/.）

由（//）式，系数 (#，)##可以表示为

(# 0 (
#&)"%

%
+%

0
#&)"%

%
+*
，（/2）

)## %& 0 % 0
#&)"%

%
#+% +%" $

- （/4）

下面我们将证明，（/2）式是处处成立的 -
若（/&）式的泰勒级数中，取 & 0 #，用同样的方

法可求得 (#，)##值，(# 值仍以（/2）式表示，)##的精

确解析式为

)## %& 0 # 0
#&)"%

+% $ +# $
+#

% # $（#+% $ +# $" ）
-（/5）

同样可以求得 & 0 /，&时的 )##的近似表达式，
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!!! !" " # "
!"$##

%
$!

% ! %（!$% & $! %#{ ）

’ $% & %$! &
%! $% $#

(（!$% & %$!
[ ] }） ，（)$）

!!! !" " ) "
!"$##

%
$!

% ! %（!$% & $! %#{ ）

’ $% & %$! &
%! $% $#

(（!$% & %$!
[ ]） &

$)

#!) !$*+!
!

’ #,-
$% & $! % & $# ! !$% % & $! %# !

$[
%

.
) %! $# !（#$% & !$! %）
（!$% % & $! %!）

] }#+! / （)%）

文献［#］应用!变分法求得时间色差系数 &! 和 !!!

的表达式，

&! "
!"$##

%
$0
， （)!）

!!! "
!"$##

%
!#"

%
"1 & %

!$
%

$

"2
#""1 ! 3{ }% /（)#）

当将 " " %，!的"（ %）的表达式（#)）代入（)#）式，得
到的结果与（#4），（#5）式完全一致，从而证明泰勒级
数法在轴上电位分布"（ %）取级数展开的近似情况
下与!变分法是等效的 /
# 6!6!6 用积分表达式求时间色差系数 &!和 !!!

对（#!）式，若按#%+!
% 的级数展开，我们可以得到

%
!

!"$##$
%

$

3 %
［"（ %）&#%］

%+!

" ’ & &!#%+!
% & !!!#% & (（##+!

% ）/ （))）
由于

"（ %）&##[ ]% 1 " "1（ %）
! "（ %）&## %

，

所以有

$
%

$

3 %
［"（ %）&#%］

%+!

"$
%

$

!［ "（ %）&## %］1
"1（ %）

3 %

" ! "（ %）&## %

"1（ %）

%

$
& !$

%

$

"2（ %） "（ %）&## %

［"1（ %）］!
3 %

" ! "（ %# ）
"1（ %） & !$

%

$

"2（ %） "（ %# ）
［"1（ %）］!

3 % . ! ## %

"1（$）

&
%

"1（ %） "（ %# ）
&$

%

$

"2（ %）
［"1（ %）］! "（ %# ）

3{ }%#% /

将此式与（))）式进行比较，我们可以得到常数项 ’

和系数 &!，!!!，

’ "
!"$##

"（ %# ）
"1（ %） &$

%

$

"2（ %） "（ %# ）
［"1（ %）］!

3{ }% ，
&! " .

!"$##
%

"1（$）"
!"$##

%
$0
， （)*）

!!! " %
!

!"$##
%
"（ %# ）

%
"1（ %{ ）

&$
%

$

"2（ %）
"（ %# ）［"1（ %）］!

3 }% / （)(）

时间色差系数 &! 与 !!!的表达式（)*），（)(）与!变
分法中的结果（)!），（)#）式是完全一致的［#，(］/
对（)(）式作进一步简化，
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当 % " $ 时，（)7）式等号右端中的 %
"1（$） "（$# ）

与

%
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%

$

%
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3 % 会出现无穷大量，两相抵消后（)7）式

可以写成如下形式：
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)
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3 % / （)4）

当将 " " %，!的"（ %）的表达式（#)）代入（)4）式，得
到的结果依然与（#4），（#5）式完全一致，从而证明此
积分表达式（)4）与!变分法的（)(）式是等效的 /我
们另文用静电聚焦同心球系统的模型证明（)4）式与
（)(）式是等效的 /

) 6 结 论

本文提出了一种计算电子光学成像系统时间像

差系数的新途径———直接积分法 /给出了自阴极面
逸出的轴向电子初能#%%在 $%#%%%#$89:的近轴电子

轨迹作为比较基准的时间像差的定义 /导出了时间
像差系数表达式，其一级时间色差系数 &!、二级时
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间色差系数 !!!分别以（"#），（$%）式表示；二级时间
球差系数 !&&、二级时间场曲系数 !&"、二级时间畸

变系数 !""分别以（"’），（"&），（"!）式表示 (本文给出

的二级时间像差系数表达式以积分形式表示，便于

计算，可以在实际设计中应用 (
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