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采用“断键模型”计算了立方晶体理想表面的悬键密度，进而计算了其表面自由能（)*+）,结果表明：对于理想
（" - "）.（!"#）表面，)*+可以表示为键能、键长和表面方向的函数 ,该模型简单地解决了晶体 )*+各向异性的理论
问题 ,根据该模型和 /0122定则得出的晶体平衡形状与理论完全一致；同时，计算结果也表明面心立方和体心立方
晶体的平衡形状与其三维第一布里渊区重合 ,
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"7 引 言

表面自由能（)*+）是晶体表面的最基本性质之
一 , )*+的研究对诸多表面现象以及与表面有关的
性质和过程（如生长的各向异性、晶体平衡形状、粉

末烧结、催化效应、表面吸附、表面偏聚和纳米颗粒

的表面效应等）的理解具有重要意义 ,长期以来，人
们在晶体 )*+研究上做了大量理论和实验工作 ,针
对实际晶体表面的复杂性，广泛地研究了表面弛

豫［"］、扭折［&］、吸附［%］对 )*+的影响 ,结果表明，一般
情况下这些因素对晶体 )*+，尤其是对不同表面
)*+的相对大小影响很小 ,近年来，计算机技术的发
展使 )*+的理论计算变得相当活跃，人们运用第一
性原理［!，(］、局域密度泛函理论［4］、分子动力学理

论［’］等方法都得出了比较满意的结果 ,但是，这些方
法都要经过复杂的计算机处理 ,
本文从晶体结构出发，通过断键模型给出了一

种相对十分简单的晶体理想表面的 )*+计算方法 ,
该方法只需要晶体的两个普适参数键能（$8）和键

长（%#）就能计算出晶体（" - "）.（ !"#）表面的 )*+，
计算结果与前人的试验数据符合很好 ,

& 7 理论模型

晶体（ !"#）表面的 )*+（!!"#）定义为等温等压条

件下在真空中建立一个面积为 &&!"#的表面所做的

可逆功’!"#
［$］，即

!!"# 9
’!"#

&&!"#
, （"）

对于理想表面（不考虑表面结构缺陷、表面热振动、

表面重构和表面弛豫），表面 !（ !"#）可视为晶面
!（!"#）切割晶体的结果 ,微观上，切割晶体就是破
坏原子之间的相互作用 ,对晶体而言，与第一近邻原
子间的作用相比，次近邻原子的作用非常小，因而通

常只考虑第一近邻原子的情况 ,此时切割晶体就是
切断原子间结合键而形成表面悬键（6:），如图 "所
示 ,宏观上切割晶体需要的功（’!"#）等于微观上切

断结合键需要的能量 ,可逆条件下，该能量等于表面
被切断的键的键能总和 ,所以，)*+可以表示为表面
6:面密度与键能乘积的一半，即

!!"# 9
(!"#·$8

& ， （&）

式中，$8 是键能，(!"#是 !（ !"#）的单位表面积上 6:
数量 ,由于晶体的键能是由其升华焓所决定的［;］，所
以（"），（&）式给出的 )*+的两种表述是完全相同的 ,

$ %& %’()*)+,点阵的矢量表述

晶体中原子间的几何关系用正空间矢量

")〈*+,〉来表示，称为 ") 键 ,显而易见，在仅考虑最
近邻原子间作用的情况下，") 键与 :<=>=?@点阵是一
一对应的 ,例如：简单立方（@A）可用 4个完全对称的
〈"##〉键表示、体心立方（8AA）可用 $ 个完全对称的
〈"""〉键表示、金刚石结构（A08?A BCB<=DCE<=1，简记为
ABD）可用 !个残缺对称的〈"""〉键表示等 ,表 "给出
了常见立方晶体最邻近原子的 ") 键与 :<=>=?@点阵
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的对应关系，!" 为性质相同的一组 !" 键的数量 !图 "为不同晶格中的 !" 键分布示意图 !

图 # 沿晶面（#$%）解理产生表面（#$%）示意图

图 " 不同晶格中的 !" 键分布 （$）%&："!" ’〈#((〉，!" ’ )；（*）+&&："!" ’〈##(〉，!" ’ #"；（&）*&&："!" ’〈###〉，!" ’ ,；

（-）&./：0!" ’〈###〉，!" ’ 0

表 # !" 键与 12$3$4%点阵的对应关系

晶体 !"〈&’(〉键 键数 !" 键的对称性

%& 〈#((〉 ) 完全对称

+&& 〈##(〉 #" 完全对称

*&& 〈###〉 , 完全对称

&./ 〈###〉 0 残缺对称

表 "进一步给出了不同晶体前三位邻近原子所
确定的 !" 键的配置 !例如，对于 *&&晶体，第一近邻

的原子所确定的 !" 键为〈###〉；第二近邻的原子为
〈#((〉；第三近邻的原子为〈##(〉!
表 " 不同晶体的第一、第二和第三近邻 !" 键的结构与数量

晶体
!" 键

第一近邻 第二近邻 第三近邻

%& 〈#((〉 〈##(〉 〈###〉
+&& 〈##(〉 〈#((〉 〈"##〉
*&& 〈###〉 〈#((〉 〈##(〉
&./ 〈###〉 〈##(〉 〈#((〉
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以上分析表明：!! 键完全可以用来描述晶体结

构的对称性，!! 键就是 !"#$#%&点阵的矢量表示 ’ !!

键将晶体结构的对称性“浓缩”到一点，使断键数的

计算成为可能 ’

! "! " "（"#$）与 !%〈!&’〉的交互作用

理想表面就是暴露在外的晶面，用倒空间矢量

"（"#$）表示，称为 " 表面 ’ " 的方向定义为由晶体
表面指向空间 ’表面 " 可假想由晶面 " 切割晶体而
获得 ’微观上，" 切割晶体就是切割 !! 键，称为 " 和

!! 的交互作用 ’ " 和 !! 的这种交互作用数学上可以

用二者的乘积 "·!! 来描述 ’ "·!! 只有三种可能：

"·!! ( )，"·!! * )和 "·!! + )’如果定义 " 的方向
为从表面指向空间，则当 "·!! ( )时，!! 键被切断

成为 ,!；当 "·!! * )时，!! 键未被切断；当 "·!! +
)时，可理解为 !! 键未被切断或已被切断但密度为

零，如图 -所示 ’

图 - 键 !（%&’）与面 "（"#$）之间的几何关系 "·!. ( )和

"·!/ ( )，表示 !.，!/键已经断开；"·!- + )和 "·!0 * )，

表示 !0，!- 键没有断开 ’显然，"·!. + ("#$，"·!/ + 0("#$

为了定量地得出每个表面原子的 ,! 的数

量，考察 "·!. ( ) 时单位矢量 "
1 " 1 与 !! 的乘积

"
1 " 1·( )! ’由解析几何知识可知， "

1 " 1·! + )·("#$

（("#$为（"#$）的晶面间距，) 为整数）’当 ) + 2 .，)
时，键未被切断（如图 - 中的 !0，!-）；当 ) + . 时，

被切断的 !! 键穿过一个晶面间距（如图 - 中的

!.），该 !! 键对 ,!数的贡献为 .；当 ) + 0时，被切

断的 !! 键穿过两个晶面间距（如图 - 中的 !/），该

!! 键对 ,!数的贡献为 0 ’所以，在 " 表面的单个原

子被切断的键数（或 " 表面上单个原子的 ,!数）为

*"#$ +
!（

"
1 " 1·!!）

("#$
（"·!! ( )）’（-）

根据倒易点阵的性质，有

1 " 1 + "0 3 #0 3 $" 0

+ + .
("#$

’ （/）

故（-）式可简化为

*"#$ + "·!
!
!! （"·!! ( )）’ （4）

（4）式的物理意义很明显：在形成 " 表面时，只要满
足 "·!! ( )，!! 键就会被切断；*"#$只能取正整数 ’
（4）式为表面 ,!数表达式 ’

! "# "$%面密度

（4）式给出的仅是 "（ "#$）表面上单个原子对
,!的贡献，并不是（0）式所要求的 ,!面密度 ’为求
得 ,!面密度，令 , 为单个原子对晶胞体积的贡献，
("#$为"（"#$）晶面的面间距，则理想状况下单个原子
对 "（"#$）表面的贡献（或平均每个原子在 "（"#$）表
面上所占有的面积）为

-"#$ + , 5("#$ + , 1 " 1 ’ （6）
因而可得到 " 表面上单位面积上的断键数，即表面
,!密度，

."#$ +
*"#$

-"#$

+
"·!

!
!!

, 1 " 1 （"·!! ( )）’ （7）

由于晶体的 !! 键一般是中心反演对称，有

!
.!

!
!! + )’

故总可以找到 ./ 和 .#（.! + ./ 3 .#），使得同时满足

"·!/ ( )，

!
./

/
%/ + 2!

.#

#
%#，

./ + .# ’
所以，（7）式可以改写为

."#$ +
"·!

/
!/

, 1 " 1 ’ （8）

（8）式为表面 ,!密度表达式 ’

! "& " ’()

将（8）式代入（0）式，则可得到晶体 9:;的表达
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式

!!"# ! $!"#
%"

# !
!·!

$&

&
"&

’ $ ! $ ·
%"

#

! !·!
$&

&
"( )& · %"

#’ $ ! $ % （&）

容易发现，（&）式中 !·!
&
"& 决定 ’()方向性，而

%"

#’ $ ! $ 确定其大小 %根据（&）式可以计算 ’()%

显然，（&）式仅考虑了最近邻的原子 %一般地，应
该考虑其他近邻的原子，那么方程（&）可改写为

!!"# ! *
’ $ ! $!(

!
&
!·"&(

%(

#， （*+）

式中，"&(为第 ( 邻近原子所确定的 ") 键（!·") , +），

%( 为第 ( 近邻原子的相互作用能 %当只考虑最近邻
原子时，有 ( ! *时，%( ! %"，（*+）式即为（&）式 %

- . 计算方法

首先讨论 !（!"#）与三种简单指数 ") 键〈*++〉，
〈**+〉和〈***〉的交互作用；然后根据表 # 所示的晶
体 ") 键特征，利用（/）式计算形成表面时单个原子
对 01的贡献；在此基础上根据（2）式求出其 01的
面密度；最后由（*+）式得到晶体的 ’()%

! "# " !（!#$）切割 "%〈#$$〉

") !〈*++〉* 代表的是 34晶体的最近邻原子，$)

! 5，"* !［*++］，"# !［+*+］，"- !［++*］，"6 !［*++］，

"/ !［+*+］，"5 !［++*］，如图 #（7）所示 %第一象限内
任一表面 ! 都可以把这 5 个 ") 键分为两部分，

"&（"*，"#，"-）和""（"6，"/，"5），同时满足

!·"& , +，

!
$&

&
"& ! 8!

$"

"
""，

$& ! $" %
所以有

!
&
"& ! "* 9 "# 9 "- !［***］%

根据（/）式，当表面 ! 形成时每个表面原子的 01
数为

+!"# ! !·!
&
"& !（!"#）·［***］! ! 9 " 9 # %

（**）

考虑其他象限的表面，由晶体的对称性可知：

+!"# ! $ ! $ 9 $ " $ 9 $ # $ %

! "% " !（!#$）切割 "%〈##$〉

") !〈**+〉* :#键对应于图 #（"）中 ;44晶体中最
近邻原子的情况，$) ! *#："* !［**+］:#，"# !［**+］:#，
"- !［*+*］:#，"6 !［*+*］:#，"/ !［+**］:#，"5 !
［+**］:#，"< !［* *+］:#，"2 !［**+］:#，"& !［*+*］:#，
"*+ !［*+*］:#，"** !［+* *］:#，"*# !［+**］:# %
当 !" "" #" + 时，第一象限中任一表面

!（!"#）可 以 把 该 组 ") 键 分 为 两 部 分，

"&（"*，"#，"-，"6，"/，"5）和""（"<，"2，"&，"*+，"**，

"*#），同时满足

!·"& , +，

!
$&

&
"& ! 8!

$"

"
""，

$& ! $" %
所以有

!
&
"& ! "* 9 "# 9 "- 9 "6 9 "/ 9 "5

!［#*+］%
由（/）式可以得出每个表面原子对 01的贡献为

+!"# ! #! 9 " %
另一方面，当 "" !" #"+ 时，有 "&（ "*，"2，

"-，"6，"/，"5）和 ""（"<，"#，"&，"*+，"**，"*#），同时

满足

!·"& , +，

!
$&

&
"& ! 8!

$"

"
""，

$& ! $"，

所以有

!
&
"& ! "* 9 "2 9 "- 9 "6 9 "/ 9 "5

!［*#+］%
由（/）式可以得出每个表面原子对 01的贡献为

+!"# ! #" 9 ! %
同样，当 #"""!"+时，有 "&（"*，"2，"-，"*+，

"/，"*#）和 ""（"<，"#，"&，"#，"**，"5），有

!
&
"& ! "* 9 "2 9 "- 9 "*+ 9 "/ 9 "*#

!［+*#］%
由（/）式可以得出每个表面原子对 01的贡献为

+!"# ! # # 9 " %
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容易证明：对于 !（ !"#）切割 "$〈!!"〉的交互作
用而言，#$%%&’指数（ !"#）中最小的指数不出现在断
键数的表达式中，只有（!"#）中较大的两个指数才会
出现，且满足

%!"# ( )! *"， （!)）
式中，!是 #$%%&’指数（!"#）中最大一个，"是较大的
一个 +考虑其他象限的表面，由晶体对称性可以得出

%!"# ( ) ,! , * ," , +

! "! " !（!#$）切割 "%〈###〉

这组 "$ 键可分别对应于两种不同的晶体结构 +
&$ ( -，"$ (〈!!!〉’ .)，"$ 键为完全对称，对应于 /00
晶体（图 )（0））和 &$ ( 1，"$ (〈!!!〉’ .1，"$ 键为残缺

对称，对应于 023晶体（图 )（4））+
当 &$ ( - 时，"! (［!!!］.)，") (［!!!］.)，"5 (

［!!!］.)，"1 (［!! !］.)，"6 (［! ! !］.)，"7 (［!!!］.)，

"8 (［! !!］.)，"- (［!!!］.) +图 1所示的 ( 区内的表
面 !（!"#）把 " 键分为两部分，") (（"!，")，"5，"1）

和 "" (（"6，"7，"8，"-）且

!
)
!·") 9 "，

!
)
") (［)""］+

然而，位于 * 区内的表面可以把 " 键分为两部分 ")

(（"!，")，"5，"-）和 "" (（"6，"7，"8，"1），所以有

!
)
") (［!!!］+

图 1 表面极图

每一个原子的断键数为

%!"# ( )! （( 区）， （!5:）

%!"# ( ! * " * # （* 区）+ （!5/）
同样，对其他象限的表面，考虑到对称性，（!5:）式和
（!5/）式可以分别改写为

%!"# ( ) ,! ,，

%!"# ( , ! , * , " , * , # ,，

式中!的意义同上 +
当 &$ ( 1 时，该组 "$ 键为 "! (［!!!］.1，") (

［!! !］.1，"5 (［!!!］.1，"1 (［! !!］.1 +图 )（4）描述了
这种四键系列 +位于图 1 中 ( 区内的任一个平面
!（!""" #""）可以把这种键分作 ")（ "!，")）和

""（"5，"1）两部分，同时满足

!·") 9 "，

!
&)

)
") ( ;!

&"

"
""，

&$ ( &) +
因此有

!
)
") ( "! * ") ( !

)[ ]" " +

所以，形成 ! 表面时，由（6）式确定的每个表面原子
的断键数为

%!"# ( ,! ,
) ， （!50）

式中!的意义同前 +这里已经考虑到了晶体的对
称性 +
由以上分析、计算可总结如下：

（!）当 !（!"#）切割〈!""〉键时，单个表面原子对
<=的贡献为

%!"# ( , ! , * , " , * , # , +
（)）当 !（!"#）切割〈!!"〉键时，单个表面原子对

<=的贡献为

%!"# ( ) ,! , * ," , +

（5）!（!"#）切割〈!!!〉键可分为两种情况：（!）
当键的配位数为 -且（!"#）位于图 1中的 ( 区时，

%!"# ( ) ,! ,；

当键的配位数为 -且（!"#）位于图 1中的 * 区时，

%!"# ( , ! , * , " , * , # , +

（"）当键的配位数为 1 时，单个表面原子对 <=的
贡献为

%!"# ( ,! ,
) +

由于单个原子对晶体体积的贡献为 + ( ’5 .&
（’ 为点阵常数，& 为晶胞内的原子数），故（7）式所
给出的 <=的面密度为

,!"# ( + , ! , ( ’5

&·
!) * ") * ## )

’

( ’) !) * ") * ## )

& + （!1）
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将（!"）式代入（!#）式即可得到晶体的 $%&’表 ( 列 出了几种立方系晶体的 $%&’

表 ( $%&的计算结果（考虑前三位近邻的原子）

晶体 ! ) " )
$%&（!"#$）

!）

%区 &区

*+ ’, ", - #, - $! ,
（" - # - $）(. /, -（,"-#）(, - ,!((

’, ", - #, - $! ,

（" - # - $）（(. /, - ((）-（,"-#）(,

’, ", - #, - $! ,

0++,） ’, ", - #, - $! ,

"
,［（,"-#）(. -（" - # - $）(, - ,"(1］

’, ", - #, - $! ,

,［（,"-#）(. -（" - # - $）（(, - (1）］

’, ", - #, - $! ,

.++ ’, ", - #, - $! ,

,
,"(. -（" - # - $）(, -（,"-#）((

’, ", - #, - $! ,

（" - # - $）（(. - (,）-（,"-#）((

’, ", - #, - $! ,

+23 ’, ", - #, - $! ,

4
,"(. - "（,"-#）(, - "（" - # - $）((

’, ", - #, - $! ,

!）为简洁起见，省略了绝对值符号 ’
,）对 0++，考虑第一、第二和第五近邻的原子 ’

" 5 讨 论

对于晶体而言，由于次近邻原子的作用非常小，

故通常只考虑最近邻原子的情况 ’同时考虑晶体点
阵常数 ’ 与键长 )# 的关系 ’对于 *+晶体，有

)# 6 ’；

对于 0++晶体，有

)# 6 !,’ /,；

对于 .++晶体，有

)# 6 !(’ /,；

对于 +23晶体，有

)# 6 !(’ /" ’
因而，表 (所列的晶体 $%&可以简单地表示为表 "
所示的形式 ’
显然，表 "中的 $%&可一般地表示为

!"#$ 6 *（"#$）·
(.

),
#
’ （!1）

由表 "可知，晶体理想表面的 $%&取决于晶体的两
个普适参量 (.，)# 和表面的方向（"#$）’ (. 和 )# 是

由晶体本质决定的，其值可从有关手册中查到；

*（"#$）为一矢量，本质上是晶体结构对称性的反映，
代表了 $%&的方向性 ’至此，我们可以容易地由晶
体的键能和键长来计算其不同（"#$）表面的 $%&’

表 " 不同晶体的 $%&（仅考虑最近邻原子）

晶体 !"#$ *（"#$）

*+
" - # - $
", - #, - $! ,

(.

,),
#

" - # - $
, ", - #, - $! ,

0++
," - #

", - #, - $! ,

(.

),
#

," - #
", - #, - $! ,

.++

,"
", - #, - $! ,

((.

"),
#

" - # - $
", - #, - $! ,

((.

"),
#

("
, ", - #, - $! ,

(（" - # - $）
" ", - #, - $! ,

+23
"

", - #, - $! ,

((.

4),
#

("
4 ", - #, - $! ,

下面以 +23晶体为例进行讨论 ’典型的 +23晶体
有金刚石、硅等 ’由表 "可知其 $%&为

!"#$ 6 "
", - #, - $! ,

((.

4),
#
’ （!7）

对于硅，(. 6 !588 9 !#1 :/;<=，)# 6 #5((" >;，由（!7）
式可计算得到!!!! 6 !!75#!:/+;

,，与 ?=@;A>［!#］采用
解理方法测得的 !,"5#!:/+;

, 相差很小 ’对于金刚
石，(. 6 (5"# 9 !#1 :/;<=，)# 6 #5!1" >;，由（!7）式
可计算得到!!!! 6 1,858!:/+;

,，与 BACD@>［!!］的计算
值几乎完全一致 ’此外，由（!7）式容易发现，具有 +23
结构的晶体的 (个低指数表面的 $%&的相对大小为

!!## E!!!# E!!!! ’
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（!"）式中 !（ "#$）均为周期性收敛函数，描述的
是晶体 #$%的方向性 &由 !（"#$）可画出晶体的三维

自由能极图（’()#$%*）&图 "给出的是由 !（"#$）所得
到的几种立方晶体的 ’()#$%*&

图 " 根据周期性函数 !（"#$）所得到的 ’()#$%* （+）,-晶体，（.）/--晶体，（-）.--晶体，（0）-12晶体

图 3 晶体的平衡形状 （+）,-晶体，（.）/--晶体，（-）.--晶体，（0）-12晶体

由 456//定则［!7］可知，作晶体 ’()#$%*的内接
多面体，可得到晶体的平衡形状（体积一定条件下，

满足!
%
!%&% 8 9:;的晶体形状，其中!% 为晶体第 %

个表面的 #$%，&% 为该表面的面积）&图 3是由此得
到的立方晶体的平衡形状 &
由图 3 可以发现，,- 晶体的平衡形状为 3 个

｛!<<｝面所围成的立方体，-12 晶体的平衡形状为 =

个｛!!!｝面所围成的正八面体，.--晶体的平衡形状
为 !7个｛!!<｝面所围成的斜方十二面体，/--晶体的
平衡形状为｛!!!｝和｛!<<｝面围成的截顶正八面体 &
#5;0>5:,1［!’］给出的 /--晶体（如 ?5，?@，A5）的平衡
形状与图 3（.）一致 &
这里，值得关注的是 .--和 /--晶体的平衡形状

与它们的三维第一布里渊区完全相同 &
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!" 结 论

采用断键模型（即只考虑点阵中最近邻原子间

的相互作用）计算了晶体理想表面的 #$%（!）&
’）任意表面 !（ !"#）的 #$% 可表示为!!"# (

$（!"#）·"（%)，&*），其中 $ 为周期性收敛函数，"为
由键能 %) 和键长 &* 确定的函数 &从而可以根据晶
体的普适参数键能和键长来计算这些晶体理想

（!"#）表面的 #$%&
+）周期性函数 $ 描述了 #$%的各向异性，本质

上，$ 是晶体结构周期性的反应 &
,）根据 $ 可精确得到晶体的 ,-.#$%/，并由此

确定晶体的平衡形状 & )00和 100晶体的平衡形状与
它们的三维第一布里渊区完全相同 &
对于其他结构的晶体，如四方、六方系晶体，同

样可以运用该断键模型来计算 #$%，结果将在以后
的论文中发表 &

作者感谢瑞典皇家工学院 234567 $8947:6;<教授对本文
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计算机工作 &
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! "#$%&$"’()* +$"#%, "% ()*(-*)"$ "#$ .-&/)($
/&$$ $0$&1’$. %/ (&2.")*.

!" #$%&’%() !%( *+()&,+()
（!"##$%$ "& ’()$*+(# ,-+$.-$ (./ 0.%+.$$*+.%，!$.)*(# ,"1)2 3.+4$*5+)6，!2(.%52( -.//01，!2+.(）

（2+3+%4+5 .6 7389:+; <//1；;+4%=+5 >?("=3;%@8 ;+3+%4+5 .6 A?("?;B <//C）

D:=8;?38
D( %5+?E 5+(=%8B 9F 5?()E%() :9(5= ?(5 8$+ =";F?3+ F;++ +(+;)B（G,H）9F（. I .）&（ 27#）=";F?3+ 9F 3":%3 3;B=8?E= ?;+

3?E3"E?8+5 :B "=%() ? :;9J+(&:9(5 >95+E K L$+ ;+="E8= =$9M 8$?8 8$+ G,H（!）3?( :+ +N@;+==+5 ?=!O &（27#）·（0: P /<
/）M$+;+

&（27#）%= ? @+;%95%3?EEB 39(4+;)+(8 F"(38%9(，0: ?(5 // ?;+ ;+=@+38%4+EB 8$+ :9(5 +(+;)B ?(5 8$+ :9(5 E+()8$K L$+ &（ 27#）%=
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