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采用三次粗粒化方法得到了 +,-./0.1映射和 2,3456模型的符号序列，运用动态非线性时间序列分析方法———
2478439:.;复杂度，分别对两组符号序列进行了对比分析 <对于 +,-./0.1 映射，其复杂度反映了时间序列的演化；
2,3456模型三个分量的复杂度序列都具有混沌性质，即由许多振幅非常接近而长度完全不同的循环所组成，反映了
2,3456模型内在的准周期特性 <进一步研究发现，当取不同的窗口长度时，复杂度序列的特征基本相同，并且复杂度
反映了时间序列的时空特性 <因此，可以借助复杂度的计算来反演观测资料的动力学结构 <
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! G 引 言

近年来对各种复杂现象的研究已成为非线性科

学的前沿课题之一［!—)］，在地球科学中对复杂性也

进行了大量的研究［%—’］<自 #& 世纪 *& 年代未以来
对系统复杂度的研究都是用分维数、2HB8D5,;指数、
近似熵等作为度量，但这些指数要求具有大量数据

才能保证其计算结果的可靠性，然而在气候、地震等

应用领域观测资料的长度却是非常有限的 < 2478439
:.;复杂度［(］是对任意给定的有限长度符号序列复
杂性的度量，计算方便，适用于短序列的研究 <
本文分别对 +,-./0.1 映射和 2,3456 模型的三个

分量进行三次粗粒化，得到它们的符号序列 <利用
2478439:.; 复杂度方法来研究这些符号序列 <计算
并分析了两个目前典型的非线性动力系统的复杂

度，作为混沌时间序列复杂度研究的一个尝试 <

# G 粗粒化方法

对于非线性时间序列复杂度的研究，目前绝大

多数文献都采用二次粗粒化方法，即对于某一时间

序列 !（ "）（ " I !，#，⋯，#），令

$B;4 I "
#

" I !
!（ "( )） J# （!）

为这一时间序列的平均值，%（ "）（ " I !，#，⋯，#）是
一个与时间序列 !（ "）长度相同的空符号串 <当时间
序列中的某一元素 !（ &）K $B;4，则符号 %（ &）为

“ L”，否则为“ M”，由此建立符号序列 %（ "）<由于只
考虑了大于平均值和小于等于平均值这两种状态，

用二次粗粒化方法所产生的符号序列很可能会丢失

原动力系统的一些重要信息 <由此，本文提出了多次
粗粒化的概念 <
假设有一时间序列为 !（ "）（ " I !，#，⋯，#），

$7BN和 $7.5分别为这一时间序列的最大值和最小

值，%（ "）（ " I !，#，⋯，#）是一个与时间序列 !（ "）长
度相同的空符号串，令

’ I（$7BN M $7.5）J (， （#）

式中 ( 为粗粒化的次数 <此时可以确定分割点 )（ &）
（ & I !，#，⋯，( M !）为

)（ &）I $7BN M ’ O & （ & I !，#，⋯，( M !），
（$）

则数据点 $7BN，)（!），⋯，)（ &）和 $7.5就将时间序列

!（ "）分成了 ( 个层次，$7BN# )（!）为第一层次，

)（!）#)（#）为第二层次，依此类推，)（ ( M !）#$7.5
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即为第 ! 个层次；当 ! ! "时即为原时间序列 #自定
义一组符号序列 "（ #）（ # ! "，$，⋯，!），当 $! %
时，

"（$）! "（%） （$，% ! "，$，⋯，!）# （%）
当时间序列中的某个元素 &（ ’）处于第 # 个层次中，
符号 (（ ’）就用 "（ #）来表示，由此建立相应的符号
序列 (（ )）#本文采用三次粗粒化的方法，即 ! ! &#

& ’ 复杂度的定义及其物理意义

下面对 ()*+),-./0复杂度的计算法则进行扼要
介绍［1］#
设由有限个符号组成的长度为 % 的符号序列

为 *" *$ *&⋯ *%，向一个空符号串!中添加 *" #假设已
经向!中加入 *" *$ *&⋯ *+ 2 "，并且下一个符号 *+ 是
用添加操作加入到!中的，记为 *"·*$ *&⋯ *+ 2 " *+·，
这里 *" 和 *+ 后面的符号“·”表示 *" 和 *+ 是由添加
操作生成的 #
具体的演化法则是令 , ! *+ 3 "，!! *" *$ *&⋯ *+，

观察 , 是否为!,"的子串 #"表示的操作为：将"
前面符号串中的最后一个操作去掉，即!,"! *" *$ *&
⋯ *+ #如果 , 不能从!,"中的某个子串复制得到，就
向!中用添加操作加上 *+ 3 "，并加上一个符号“·”，

再令 , ! *+ 3 $，!! *" *$ *&⋯ *+ 3 "并重复上述操作 #如
果 , 可以从!,"中的某个子串复制得到，则令 , !
*+ 3 " *+ 3 $，这时!," ! *" *$ *&⋯ *+*+ 3 " #如果 , 仍然
可以从!," 的某个子串复制得到，则再考虑 , !
*+ 3 " *+ 3 $ *+ 3 &并重复上述操作 #这样下去有两种结果，
第一种结果是 , 已包含了原来给定的长度为 % 的
符号序列的最后一个符号，则分析结束；第二种结果

是对于某个 ,，它再也不能从!,"中的任何一个子
串复制得到，这时就采取添加操作，将这个 , 的最
后一个符号添加上，并在它后面加上符号“·”#可见，
符号“·”的个数即为采取添加操作的次数 #如果符号
串!在上述分析结束时以符号“·”结束，则“·”的个
数就等于符号串的复杂度；否则将符号“·”的个数加

"就得到复杂度 #亦即对于给定的符号串被符号“·”
分成段的数目就定义为复杂度 #这个复杂度实际上
就是为了描述给定的符号序列所需要最少的、互不

相同的“子串”个数，这些子串一般称为“词”#显然所
需“词”越多，则符号序列越复杂，描述它就需要越多

的子串 #
一个经过了复制和添加操作的符号序列 *" *$ *&

⋯ *%" *"·*$ *&⋯ *+ 2 " *+·*+ 3 "⋯·，此序列的复杂度

为 & #可以解释为：两个“·”号之间的符号串，例如
*$⋯ *+，是这个符号序列的一个新模式 #这里的“模
式”就是上述的“词”，“新模式”就是向给定符号序列

中采取添加操作所加入的“新词”，它不可以从符号

串 *"⋯ *+ 2 "中复制得到，而 *$⋯ *#（# ! &，%，⋯，+ 2 "）
可以从符号串 *"⋯ *+ 2 "中复制得到，是以前已经存

在的某种模式的“翻版”或“在当前的周期性再现”#
一个符号序列的复杂度越大，说明它的添加操作越

多，新模式也越多，描述给定符号序列所需最少的、

互不相同的“子串”个数越多，给定的符号序列周期

性越弱，出现新模式的速率越快 #反之则复制操作越
多，新模式越少，周期性越强，出现新模式的速率越

慢 #关于复杂度的物理机制可以参见文献［4—5］，现
在普遍认为复杂度的物理意义在于复杂度反映了一

个时间序列随着序列长度的增加出现新模式的速

率［5］，即复杂度代表了数据在窗口长度时期内随时

间出现新变化（新模式）的速率，两个“·”之间的时段

表明这一时段的数据变化形式在此之前是没有的 #
复杂度越大，说明数据在窗口长度时期内随时间出

现的新变化越多，发生新变化的速率越快，表明这一

时期的数据变化是无序而复杂的 #反之，复杂度越
小，则说明发生新变化的速率越慢，数据变化是规则

的，周期性越强 #所以，计算一个时间序列的复杂度
能够描述出系统的状态发生变化的速率，这一点是

非常重要的 #

% ’ 复杂度的演变特征

本文中复杂度的计算采用滑动窗口的方法：对

一个长度为 - 的时间序列，从资料的第一个数据开
始，首先取一长度为 ( 的矩形窗口的数据并计算窗
口内数据的复杂度，然后将窗口向后滑动，滑动步长

为 . 个点，得到下一组数据并计算其复杂度，重复
上述步骤直至全部数据的最后一点；每个窗口计算

得到的复杂度赋值给窗口内最后一点，将各个窗口

计算得到的复杂度依次连接，由此建立复杂度序列 #

! "# " $%&’()’*映射的复杂度演变特征

678/9:/;映射随时间的演化是人们最熟知的非线
性动力学系统 # 678/9:/;映射可以写为 /% 3 " ! 0/%（" 2
/%）（% ! <，"，$，⋯），/%#［<，"］，0 为控制参数 #如图

"（=）所示，当 0#［<，"）时，存在 /%"< 的稳定不动
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点；当 !"!［!，"）时，存在 !""#的不稳定不动点和

!""! $ !%# 的稳定不动点，周期 !解；当 # & " 时，
周期 !解分叉为周期 ’ 解；当 #!［"，#(）时，此时

的 #( & ")*+,,-*+.’，依次出现轨道周期变化 !"’

"-"/"!+"⋯，即倍周期分叉现象；当 #!（ #(，

-）时出现混沌现象 0从图 !（1）中可以看到，当时间
序列依次经历稳定不动点"不稳定不动点"周期"
混沌四个不同的演化阶段时，复杂度明显地依次变

大，而且混沌区域中的周期窗口在复杂度序列中也

有明显的反映，并且复杂度的变化与时间序列复杂

程度的变化步调一致 0由此可见，复杂度可以鉴别出

一个时间序列中不同的演化特征 0
将窗口长度和滑动步长取不同的值进行组合以

及在原时间序列中加入噪声，此时计算得到的复杂

度的演变特征均类似于图 !（1）0

! "#$%&’()*模型的复杂度演变特征

运用复杂度分析方法分别计算了 234567模型的

!，$，% 三个分量的复杂度 0图 ’是 234567模型的 !
分量在滑动步长为 *，窗口长度分别取 !!##，/*!和

.*#时的复杂度演化曲线 0图 " 是 234567 模型的 !
分量在窗口长度为 /*!，滑动步长分别取 ,，+和 "时

图 ! 839:;<:=映射的图像（>）和 839:;<:=映射复杂度（1） ! 839:;<:=为 839:;<:=映射的值，& 839:;<:=为复杂度的值，#为控制参

数 0窗口长度 !###，滑动步长 *

图 ’ !分量在滑动步长取 *时不同窗口长度的复杂度演化曲线 &! 表示复杂度，" 表示数据的样本量 0（>）窗口

长度 !!##，（1）窗口长度 /*!，（=）窗口长度 .*#

’-," 物 理 学 报 *-卷



图 ! !分量在窗口长度取 "#$，不同滑动步长时的复杂度演化曲线 "! 表示复杂度，#表示数据的样本量 %（&）滑

动步长 ’，（(）滑动步长 )，（*）滑动步长 !

的情况 %从图 +和图 !可以看出，无论是取不同的窗
口长度还是取不同的滑动步长，复杂度的特征均是

相似的，这充分说明了复杂度分析方法及其计算结

果是十分可靠的 % ,-./01模型的 $ 分量和 % 分量的
复杂度在取不同的窗口长度和滑动步长时的特征与

! 分量的情形一致 %鉴于此，本文在下面的分析中统
一采用窗口长度为 $222，滑动步长为 # %
在图 3（(）中可以看到 ! 分量复杂度的演化特

征 %经过对比研究发现：当 ! 分量长时间连续围绕
零点左侧的吸引子旋转时，复杂度出现极大值 &，
’，(，)，*；当 ! 分量长时间连续围绕零点右侧的

吸引子旋转时，复杂度出现极小值 +，,，-，.，/；当
! 分量从右侧吸引子跳到左侧吸引子时，复杂度的
变化迅速从极小值跃迁到极大值，例如 + 到&，, 到
’ 等；当 ! 分量从左侧吸引子跳到右侧时，复杂度
的变化迅速从极大值降到 $!4#，并围绕该值上下振
荡，振荡的时间有长有短，然后降到极小值，例如 &
到 ,，’ 到 - 等 %这充分说明时间序列的演化可以通
过复杂度的特征来进一步研究其动力结构特征 %图
#为 $ 分量时间序列及其复杂度的演化特征，与 !
分量类似 %
图 )（&）为向 ,-./01模型的 ! 分量中加入噪声

图 3 取 !2222个点时 ,-./01模型的 ! 分量时间序列（&）和 ! 分量时间序列的复杂度（(） !,-./01，"! 分别表示

,-./01模型的 !分量值及其复杂度，# 表示数据的样本量
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图 ! 取 "####点时 $%&’()模型的 !分量时间序列（*）和 !分量时间序列的复杂度（+） !$%&’()，"! 分别表示 $%&’()

模型的 !分量值及其复杂度，#表示数据的样本量

图 , 没有向 $%&’()模型的 $分量中加入噪声时（*）以及加入噪声时（+）的复杂度 "$ 为不加入噪声时的复杂度，

"-$ 为加入噪声后的复杂度，#表示数据的样本量

时计算得到的复杂度，图 ,（+）为不加入噪声时的情
况 .从图 , 可以看出，两者的基本特征几乎完全一
样 .向 ! 分量中加入噪声时得到的复杂度的特征与
不加入噪声时的情况同样也几乎一样（图略）.计算
$%&’()模型的 $ 分量、! 分量更长数据的复杂度，此
时复杂度所表现出来的性质与图 /和图 !中的情形
一致 .

! 0 结 论

本文根据三次粗粒化方法得到了 1%234536 映射
和 $%&’()模型的符号序列，运用 $’78’&9:3; 复杂度

算法，计算并分析了这两个时间序列的复杂度 .发现
1%234536映射的复杂度反映了时间序列的演化特征，
并且混沌区域中的周期窗口在复杂度序列中有很好

的对应关系 .对于 $%&’()模型，复杂度同样反映了时
间序列的演化特征 . $，!，% 三个分量的复杂度序列
均具有混沌性质，即由许多振幅非常接近而长度完

全不同的循环所组成，反映了 $%&’()模型内在的准
周期特性 .发现各分量在两个奇怪吸引子之间跃迁
时，当各分量长时间连续围绕零点左侧的吸引子旋

转时，复杂度出现极大值；当各分量长时间连续围绕

零点右侧的吸引子旋转时，复杂度出现极小值；当各

分量从右侧吸引子跳到左侧吸引子时，复杂度的变

//<" 物 理 学 报 !/卷



化迅速从极小值跃迁到极大值；当各分量从左侧吸

引子跳到右侧时，复杂度的变化迅速从极大值降到

!"#$左右，并围绕该值上下振荡，振荡的时间有长
有短，然后降到极小值 %这充分说明了时间序列的演
化可以通过复杂度的特性来进一步研究其动力结构

特征 %
事实上，许多观测数据的动力学方程是未知的，

可以通过计算其复杂度初步判断时间序列的特性，

这有利于其动力学结构的反演［!&—!"］%
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