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’())黑洞仅含有两个参量 ! 和 " *把 ! 和 " 视为广义坐标，并将 !，" 和它们的共轭量构成四维相空间，通过
规范变换得到了 ’())黑洞的量子面积谱 *由此给出了 +,-./)01,-234黑洞的最小质量 *
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% 8 引 言

自 9/.:2;< 发现黑洞存在热辐射以来，人们在
黑洞物理研究上做了大量的工作［%—=］，特别是对黑

洞熵的研究［#—>］都给出了黑洞熵与视界面积成正比

的正确结论 *可见研究黑洞的量子面积谱，对进一步
认识黑洞熵，将是非常有意义的 * ?(:(;1@(2; 等建议
黑洞视界的量子面积谱应具有均匀的间隔［5，%$］，可

表示为!"，这里"是普朗克常数，!为一个有序数
列 *这种面积的不连续性是测不准关系的必然结果，
也是黑洞质量谱的具体体现 * ?/)A2;1:B等［%%］利用强
加周期条件的方法给出了荷电黑洞的视界面积谱，
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最近文献［%!］又计算了 ’())EF(.G/;黑洞的视界面
积谱，
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!$$!年，HIJ)等［%!］用构成 >维相空间中的 >个
动力学量来描述 ’())黑洞的时空性质 *这 >个变量
由 #个可观测物理量 #，"$，"%，"& 和它们各自的共
轭量 &#，$，%，&组成，其中 # 是黑洞视界面积，而

"$，"%，"& 是与三个 KJ3() 角$，%，&相对应的角动
量分量 *最终由黑洞的质量 ! 表示视界面积 # *文
献［%!］则显示了［!，"%］!$，即 !，"% 之间并不满
足对易关系 *为实现黑洞的量子化，必须再构造总角
动量 ",3 C ",3（ "$，"%，"&，%）代替原物理量 "%，从而

得到一组新的可观测量 !，",3，"$，"&及它们各自的
正则共轭量’!，’,3，’$，’& *用以上 >个动力学变
量来描述 ’())黑洞的相空间 *为避免上述繁琐的过
程，本文从 ’())度规中的两个参量 !，" 入手，利用
这两个参量来研究 ’())黑洞视界面积谱 *其优越性
就在于：一是由原来的四个观测量简化为两个可观

测量，使研究方法得以改进；二是由于 ! 和 " 是可
对易的，从而又能很方便地实现正则量子化 *实践表
明，我们所采用的方法是切实可行的 *尽管我们只考
虑到 ’())黑洞的两个参量，仍可得到理想的结果 *

! 8 ’())黑洞的量子面积谱

在 ’())时空中，四维不变线元为
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式中，(
! C (! D *! ,I1!*，) C (! L !!( D *!，而

* C " M!为单位质量的角动量 *由（=）式得 ’())黑洞
的视界位置及视界面积分别为
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由此易得
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在 ’())黑洞中，由 ?(:(;1@(2;公式可得
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式中，!为视界表面重力，! 为黑洞的拖动角速度 !
利用（"）—（#）式，不难得到
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按照文献［%)］，在经典上，物理动力学现象能用可观
测量 #，" 构成的二维空间及它们的共轭量来表示，
即在相空间中 #，" 及各自的共轭量 $#，$" !若将 #
改用质量来表示，由（(）式知 ! $ !（ #，"），" 及相
应的共轭量#!，#" !由 #，" 及 $#，$" 给出的广义坐

标的导数，并利用（#）式的关系，经过冗长的运算，可
得到具体的变换形式为
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由此不难证明

［!，#!］$［"，#"］$ %! （%)）
其余的泊松括号都等于零 !即上述所给的变换是规
范变换 !
依照文献［%)］假定的周期条件，应有

#! .#! / )","! （%0）
（%0）式尽管是一种工作假设，但这个假设的周期条
件具有 123456789 时间周期性，并且反映出可对#!

进行 :3;<8=>?3;546类时测量［%)］!因此，这一假设是非
常必要的，也是非常正确的 !为寻找相应的量子数，
引入一对共轭变量 &，%& 且
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式中 ’（!，"）为待定函数 !可通过上述的规范变换
成为一组可观测量 &，" 及其共轭量 %&，%" !为确定
函数 ’（!，"），先考虑以下一个充要规范变换
条件：
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在一级近似下，由（%&），（%"）式可得
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比较（%*）和（#）式，可得
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利用（%+），（)-）式，不难定出
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式中 (（"）为待定项 !再考虑到 A7==黑洞，至少在经
典理论中它的极值面积应遵循下述公式：

# " #7BC（"）$ *"" ! （))）
为保证方程（%&），（%"）有意义，必有 ’"- !由（)%），
（))）式可见，最合适的选择就是取 (（ "）$

’
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，因此便得到
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由（%&），（%"）和（)0）式容易得到
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将 &，%& 看成一个完整的二维相空间，并将 &，%& 分
别视为坐标算符和动量算符，则
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相应 ’ 的本征值为
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由（)(）式得到
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再利用（%+），（)0）和（#）式，可得
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令 &% $#" /#!!，%$"#!，（)*）式可化简为
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由（%0）式不难看出，%为一个角，其周期为 )"!另外
再考虑一个用坐标所表示的算子

"D $ ’ 5$ $
$%"

! （0-）

它所对应的波函数应为
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它的周期性可表示为
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当 &% 为不变量时，比较（)+）和（0)）式容易得到
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因此便证明了（00）式左边必是一个角 !同时再考虑
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到!也是一个角，所以
!
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"! 必是一个数，再

利用（%&）式中的周期条件，不难导出
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再由（))）式，可得
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将（&,）式代入（)-）式，便可得到 ."//黑洞的视界量
子面积谱为
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&2 34567/8945:;<微黑洞的最小质量

所给（&1）式在 $，# 的取值范围内是普遍成立
的 *由于 # 仅与角动量 ! 有关，当 # ’ (时，则 ! ’
(，（&1）式化为
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这正是 34567/8945:;< 黑洞的量子面积谱 *再令（&-）
式中的 $ ’ (，则可得到

"=:> ’ +!"* （&!）
这就是 34567/8945:;<黑洞的基态面积 *
由于 34567/8945:;< 黑洞为球对称黑洞，由此便

可求出 34567/8945:;<黑洞的最小视界半径为
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由此可见，34567/8945:;<黑洞的视界不可能小到一个
点，应该满足
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由 %? ’
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()
，利用（&@）式可求出 34567/8945:;< 黑洞

的最小质量为
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所有自然界中可能存在的微黑洞的质量都应该满足
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可见黑洞的视界半径和质量都不可能任意小，都存

在一个最小值 *

感谢张建华、李洪奇先生的有益讨论 *
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