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将广义 )*+,-./01系统写成含 2+/3+1/4函数的形式，它在一定条件下可约化为一个无约束系统 5给出这些条件
并举例说明结果的应用 5
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! B 引 言

有对称性的非完整系统的约化和重构是几何动

力学研究的热点之一［!—’］5这些问题涉及对称性、纯
运动学情形、水平对称情形和一般情形等［C］5这些工
作强调近代微分几何工具 5实际上所谓“约化”，主要
是指将运动微分方程的阶降下来 5对非完整系统而
言，还要使约化了的系统不依赖于非完整约束 5本文
研究广义 )*+,-./01 系统的约化问题 5首先，建立广
义 )*+,-./01 系统的运动方程；其次，给出系统可以
约化的条件；最后举例说明结果的应用 5

# B 广义 )*+,-./01系统的方程

设力学系统的位形由 ! 个广义坐标 "#（ # D !，#，
⋯，!）来确定 5系统的运动受有 $ 个理想 )*4>+4E型
非完整约束
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（!）
系统的运动方程可用广义 )*+,-./01方程来描述，有
形式［(—%］
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这里及以后相同指标表示求和 5在方程式（#）中 &
为系统动能，"& 为嵌入约束式（!）后的动能，即
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式（!）消去 "·!F"
所得的表达式，’# D ’#（ %，"(，"
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广义力，#’$为考虑约束式（!）后的广义力，有
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并且 &!F"
$ 为与约束有关的量，
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将广义力 ’# 分为有势的’H# 和非势的’I#，即
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则方程式（#）可表为
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其中
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为嵌入约束式（!）后的 2+/3+1/4函数 5

第 C’卷 第 J期 #$$C年 J月
!$$$8&#J$K#$$CKC’（$J）K&J6C8$&

物 理 学 报
L)ML NOPQR)L QRSR)L

TU-5C’，SU5J，Q4,>49=43，#$$C
"

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
#$$C )*015 N*.V5 QUA5



!" 系统的约化

广义 #$%&’()*+系统的方程式（,）在一定条件下
可约化为一个无约束系统的方程，有如下结果 -
命题 对广义 #$%&’()*+系统（.），（,），如果满

足条件
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则系统可约化为一个无约束系统 -
证明 在条件式（3）下，约束方程式（.）成为

!·#/" 0!"（ &，!%，!
·
%）， （.1）

而方程式（,）成为
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由条件式（3）知，方程式（..）中仅含 &，!%，!
·
% 和 ’!%，

因此，方程式（..）可独立于约束式（.）来研究 - 这
样，系统（..）可当作一个无约束系统 -
推论 ! 在条件式（3）下，如果还满足条件
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则广义 #$%&’()*+方程式（..）成为 7*+48’9:方程
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这是一个特殊的约化结果 -
推论 " 对于 #$%&’()*+系统，由于
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则系统可以约化为
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;" 算 例

例 ! =&&8’’>?%@8’例 -
=&&8’’>?%@8’ 例的 约 束 方 程 和 7%)A%+)8 函

数为［3］
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则由（.C）式知
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此时，命题的条件式（3）满足 - 这个非完整可约化
为一个无约束系统，其方程为

0 . / -2

,( )2 ’!. / 0%

0 0 -2

,2 !
·2

. 5 !·( )2
2

.B2 4
4 &

-2

,2 !
·

.
-2

,2 !
·2

. 5 !·( )2
2

5{ }.B2

，

1 0 0 -2

,2 !
·2

. 5 !·( )2
2

.B2 4
4 & 5 !·2

-2

,2 !
·2

. 5 !·( )2
2

5{ }.B2

-

（.3）
在方程组（.3）中已经不含 !!，!

·
! 和 ’!!，因此是约化

了的方程组，由第二个方程立即得到积分

-2

,2 !
·2

. 5 !·( )2
2

5.B2

!·2 0 EF+GH - （21）

将（21）式代入方程组（.3）的第一式而消去 !·2，容易

得到
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（2.）式就是能量积分 -
注意到，如果取 !. 0 .，!2 0 /，!! 0 +，则不易

约化 -
例 " 铅直匀质圆盘在重力作用下沿固定水平

面的滚动问题 -
取圆盘质心坐标 .，/，+ 和 IJ’8A角’，(，!为

广义坐标［3］- 当圆盘保持铅直时，有

+ 0 -，( 0 "2，

其中 - 为圆盘半径 - 非完整约束方程为
*. / -*!EFG’ 0 1，

*/ / -*!G*+’ 0 1- （22）
问题的 7%)A%+)8函数为
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其中 ! 为圆盘的质量，" 和 # 为圆盘对质心轴的惯
性矩 !
令

$" #!，$$ #"，$% ##，
$& # %，$’ # &， （$&）

则有
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容易计算出方程式（""）的右端为零，于是方程式
（""）给出

")$" # )，（ # ( !($）)$$ # ) ! （$*）
（$*）式实际上是 +,-./012方程了，由它容易求解运
动 ! 文献［$，’］用几何方法也得到了（$*）式 !

’ 3 结 论

文献［’］中有一个结果：“有对称性的一个非完
整系统允许约化为一个无约束系统，但需附加一个

非保守力 !”本文命题中方程式（""）的右端对应所谓
“非保守力”! 文献［’］是用几何方法研究线性定常
非完整系统，而本文是用简单分析方法研究一般的

非线性非完整系统 !
本文对 455/006789/0例用广义 :;850<=,-系统的

约化直接得到的守恒量式（$)）是一个好的结果 !对
例 $的非完整系统研究表明，+,-./012 方程在某些
情况下是可以用的 !
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