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用场方法来求解 ’()**+,-. 方程 /将一个场变量取作为其余场变量和时间的函数并对这个函数建立基本偏微方

程 /如能求得它的完全积分，那么 ’()**+,-. 方程的解可由解代数方程来得到 /
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!国家自然科学基金（批准号："#$0$#$"）资助的课题 /

" 1 引 言

$# 世纪 !# 年代 2345+6 提出如下问题：是否存

在一组方程，它们不能由一个 7+8.+68- 函数来得到 /
著名经典力学家 ’()**+,-. 给出一组方程来回答这

个问题，这就是后来被称之为 ’()**+,-. 方程［"，$］/这
个方程引起众多物理学家和力学家的重视，并在经

典力学发展史上，特别是在 7+8.+68- 力学逆问题的

研究中占有重要位置 / 文献［!］指出，对称性和第一

积分是常微分方程的两个基本结构 /
对称 性 主 要 有 93-*(-. 对 称 性［:—0］，7)- 对 称

性［;—";］和形式不变性［<—$$］/’()**+,-. 方程的求解，在

数学上没有什么困难 /场积分方法已在振动理论，完

整非保守系统和非完整系统运动方程的积分上取得

重要进展［$!，$:］/场积分方法应该说是一种近代的力

学方法 /本文期望用这种力学方法来求解 ’()**+,-.
方程 /

$ 1’()**+,-. 方程的求解

’()**+,-. 在 回 答 2345+6 所 提 问 题 时，给 出

方程［$］

!= " > !"，!= $ > !·" / （"）

’()**+,-. 确信这组方程不能由任何 7+84+68- 函

数导出来 /用常系数线性微分方程理论，不难求解方

程（"）/
下面用场积分方法这一力学方法来解方程（"）/

令

"" > !"，"$ > !$，"! > !·"，": > !·$， （$）

则方程（"）表为

"·" > "!，"·$ > ":，"·! > ""，"·: > "! / （!）

根据场方法［$!，$:］，设

"$ > #（ $，""，"!，":）， （:）

则基本偏微分方程为

!#
!$ ? !#

!""
"! ? !#
!"!

"" ? !#
!":

"! @ ": > # / （%）

令其解有形式

# > "$ > %"（ $）? %$（ $）"" ? %!（ $）"! ? %:（ $）":，

将其代入方程（%），比较自由项以及含 ""，"! 和 ":

的项，得到

%·" > #，%·$ ? %! > #，%·! ? %$ ? %: > #，%·: @ " > # /
由此解得待定函数 %"，%$，%! 和 %:，即

%" > &"，%$ > &$ -AB（ $）? &! -AB（@ $）@ $ @ &:，

%! > @ &$ -AB（ $）? &! -AB（@ $）? "，%: > $ ? &:，

其中 &"，&$，&!，&: 为任意常数 /因此有

# > "$ > &" ?｛&$-AB（ $）? &!-AB（@ $）

@ $ @ &:｝"" ?｛@ &$-AB（ $）

? &!-AB（@ $）? "｝"! ?（ $ ? &:）": /（&）

令初始条件为

"’（#）> "’#，（ ’ > "，⋯，:）， （0）

将（0）式代入（&）式并消去 &"，得

# > "$ > "$# @（&$ ? &! @ &:）""#

@（@ &$ ? &! ? "）"!# @ &: ":#

?｛&$ -AB（ $）? &! -AB（@ $）@ $ @ &:｝""
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!｛" !# $%&（ "）! !’ $%&（" "）! (｝#’
!（ " ! !)）#) * （+）

于是有

!$
!!#

, " #(- ! #’- ! #($%&（ "）" #’$%&（ "）, -，

!$
!!’

, " #(- " #’- ! #($%&（" "）! #’$%&（" "）, -，

!$
!!)

, #(- " #)- " #( ! #) , -* （.）

解代数方程（.），得

#( , (
#｛（#(- " #’-）$%&（" "）!（#(- ! #’-）$%&（ "）｝，

#’ , (
#｛（#(- ! #’-）$%&（ "）"（#(- " #’-）$%&（" "）｝，

#) , #)- " #(- ! (
#｛（#(- " #’-）$%&（" "）

!（#(- ! #’-）$%&（ "）｝， （(-）

将（(-）式代入（+）式，得

## , ##- !（#)- " #(-）" " #’-

! (
#｛（#(- ! #’-）$%&（ "）

"（#(- " #’-）$%&（" "）｝* （((）

（(-），（((）式就是 /012234$5 方程（(）在初值（6）下

的解 *

’ 7 结 论

解力学问题通常用数学方法 *反过来，解数学问

题也可以利用力学方法 *本文就是利用场方法这一

力学方法来解 /012234$5 方程 *
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