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从理论上研究了由几个混沌系统复合而构成的新系统的非线性动力学特性和分岔序列 +计算机仿真与理论计
算结果表明，复合混沌系统具有混沌吸引子和对初值敏感性，并且有缺边现象产生 +
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! < 引 言

自从 =0和 8:>?@在 !A)$ 年使用混沌（;9/:B）一
词来研究混沌的特性，从而拉开了混沌研究的序

幕［!］+ $%年来，混沌已经成为一项热门话题 +非线性
动力学已经成为内容极为丰富，应用范围极其广泛

的研究领域 +混沌现象是发生在确定性系统中的一
种不确定行为，具体表现在混沌系统具有分维吸引

子和对初值敏感性，由于非线性动力学系统的运动

状态失稳而出现分岔以至于混沌状态是非常普遍的

现象［"—*］+
文献［&］提出了混沌可加性的概念，从理论上证

明两个或两个以上混沌序列的可加性，计算机模拟

表明新的混沌系统动力学行为具有分维吸引子和对

初值敏感性 +本文在文献［&］的基础上，对复合系统
的动力学行为进行了更深入地研究，主要对两个相

同或不同混沌系统复合构成的系统进行分析，从中

得到了许多不同组合的复合混沌系统特性、分岔序

列和 =2/C35:D指数谱［&—)］+
混沌现象在许多情况下，并不是一个简单的形

式 +它是由几个相同的或不同结构的混沌系统复合
而成的，本文就这一类混沌系统的特点进行了分析，

通过改变系统参数，复合系统的混沌行为和分岔序

列出现了不同的现象，并在 =2/C35:D指数谱上体现

出来 +得到了许多新的复合系统的混沌行为变化
规律 +

" +复合混沌系统的动力学模型

根据文献［&］可知，若有 ! 个混沌系统，其动力
学差分方程为

"#$E! F %（"#$，!
#），# F !，"，⋯，! + （!）

首先考虑两个混沌系统（! F "），则（!）式可以改
写为

"!
$E! F %（"!

$，!&），

""
$E! F %（""

$，!’）+
（"）

复合构成的新系统的基本形式为

"$E! F %［ %（"$，!’），!&］， （$）
其中设!& F (!’，如果 ( F !时，这时两个混沌系统
的系统参数相等，完全相同结构的复合形式混沌

系统

"$E! F %［ %（"$，!），!］， （*）
在 ( F !时，如果两混沌系统为不同结构，则复合结
构的新混沌系统可写为

"$E! F %［)（"$，!），!］+ （&）

二维混沌系统的两个变量方向上分别有两种复

合形式，在 " 变量方向上
"$E! F %［*（"$，!），+$，,，-］，

+$E! F )［*（"$，!），+$，,，-
{ ］；

（(）
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! 变量方向上

"#!" # $［"#，%（!#，!），&，’］，

!#!" # (［"#，%（!#，!），&，’］
{ $

（%）

以上给出了两种一维混沌系统及其两种一维和

二维混沌系统的复合构成方式 $由于混沌系统的复
合形式很多，尤其是高维混沌系统和不同结构混沌

系统的多重复合更为复杂 $
各种复合系统的分岔序列和简单混沌系统的分

岔序列有相似的规律，可以使用不动点的确定方

法和

& ) #’（"）& # " （(）
得出具体的分岔序列 $
从（(）式可以看出复合系统的系统参数!的临

界值有收敛趋势，并且最后收敛到一个极值!) $下
面具体讨论一维 *+,-./-0映射和二维 123+3映射组合
的复合系统分岔序列基本特点 $

4 $计算机模拟结果

由于多个混沌系统所构成的复合系统有很多种

类 $为了研究方便，下面只讨论两个简单系统复合为
新系统的动力学特性 $对于两个简单系统而言，取不
同的系统参数可以得到不同的动力学行为 $并以简
单系统的特征为基础演变出许多新的非线性动力学

规律 $

!"#" 相同结构的混沌系统复合形式及分岔序列

考虑两个相同结构的一维 *+,-./-0映射，由于其
结构相同，得到的复合表达方式为

"#!" #!
5 "#［" 6（" !!）"# ! 5!"5

# 6!"4
#］$（7）

选取系统参数 58( 9! 9 :，对复合系统（7）进行计算
机仿真计算，从图 "中可以看出整个混沌系统的分
岔情况，它具有与简单系统相似的分岔序列，但是在

简单系统的第一分岔点，复合系统不出现分岔而是

形成一个拐点，第一分岔点出现在简单系统的第二

分岔点的地方，整个复合系统呈现出缺边的现象 $
对于 4次复合混沌系统的分岔情况，分岔序列

基本上与简单混沌系统相同，不出现缺边现象，这里

不再作重复研究 $对于 :次复合的混沌系统缺边现
象再次出现，在第一和第二分岔点均不出现分岔，而

是同时出现拐点，出现交替缺边现象，如图 5所示 $
由此可以看出，对于偶次复合的混沌系统，均有缺边

现象出现，并呈现上下交替缺边的规律，最后在

图 " 5次复合混沌系统倍周期分岔和混沌

图 5 :次复合混沌系统倍周期分岔和混沌

!# 48;%;处恢复系统的原混沌状态 $这里还可由分
岔和临界点的计算方法，得到相应的复合混沌系统

的分岔序列 $
偶次缺边现象是复合混沌系统的一种动力学行

为，因为复合混沌系统（7）的系统参数! 9 4 时，复
合混沌系统（7）的不动点为一稳定不动点 $如图 4所
示，由迭代关系式（7）进行数值迭代，同时选取初始
值为 "< # <8:时，在迭代次数为无穷大时，系统的迭
代过程是由 & 方向逐步趋向于稳定不动点 "*，最后

") # "* $但是由于仿真模拟的运算次数为一有现数
值（如 # # 5<<<<次），经有限次运算后，迭代运算的
数值在一个小于稳定不动点，并非常靠近稳定不动

点的地方 $ 当系统参数的变化超过临界状态时
（!= 4），系统原有的稳定不动点变为 4 个不动点，
其中原有的那个不动点 "* 变为不稳定，新出现的另

外两个 "& 和 "’ 为稳定不动点 $这时处在不动点 "*

附近系统值将改变迭代方向，离开不稳定不动点

"*，而沿着 ’ 方向逐步靠近稳定不动点 "&，这时分岔

之后不出现另一大于 "* 的边，呈现缺边现象 $如果
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选取初始值为 !! " !#$时，情况正好相反 %对于 &次
复合系统的不稳定不动点出现在小于 & 周期分岔
点，所以在不稳定不动点的下面缺少一条边，系统数

值在大于不稳定不动点的一边迭代，缺少小于不稳

定不动点的一边 %最后随着偶次复合次数的增加而
出现上下交替缺边现象 %

图 ’ 系统（(）的迭代示意图

在混沌区内，如果把参数!放大，可看到混沌
区内的详细结构 %复合系统的混沌区同样存在着许
多窗口，这与一维 )*+,-.,/映射的规律相同，存在着
’"，0"，1"，⋯周期窗口 %图 & 是在 ’" 窗口处的精
细结构，它也包含有从左到右的倍周期分岔，并在第

一分岔点也不出现分岔，而是形成一个拐点 %第一分
岔点仍然出现在简单系统 ’" 窗口的第二分岔点的
地方，缺边现象在复合系统混沌区的各个窗口依然

出现 %由此可见，复合系统的混沌带中存在着无穷层
次的自相似结构 %

图 & 2次复合混沌系统 ’"窗口精细结构

对不同结构的一维混沌系统复合而成的系统，

其分岔序列与上述讨论的情况基本相同，仍然出现

图 0 相同结构复合混沌系统 345678*9指数谱

交替缺边现象 %并呈现上下交替缺边的规律，最后在

!" ’#:1:处回复系统的原混沌状态 %图 0是复合混
沌系统（(）所形成的 345678*9 指数谱 %实验表明
345678*9指数谱的性质与复合次数无关 %

! "#$ 一维映射与二维映射的复合的三种形式

考虑一维 )*+,-.,/映射与二维 ;<8*8映射的基本
形式

!#=> "!!#（> ? !#）， （>!）

!#=> " > ? $!2
# = %#，

%#=> " &!#{ %
（>>）

由（:）式作为基本复合形式，可以得到如下的复合混
沌系统：

!#=> " > ? $!
2 !2

#（> ? !#）2 = %#，

%#=> " &!#
{ %

（>2）

图 : 复合系统（>2）的分岔图

在选取 ;<8*8映射的系统参数 $ " >，& " !#>20
时，选取 )*+,-.,/映射的系统参数!在［>#1，’#0］之
间，经过 >!!!!次迭代运算，去掉与初值有关的 2!!
迭代，可得到图 :和图 1所示的复合系统（>2）的分
岔图与吸引子 %在图中清晰地显示出复合系统（>2）

>’>期 于津江等：复合混沌系统的非线性动力学行为分析



的分岔结构 !复合系统（"#）也具有简单系统的分岔
序列和混沌行为，并在混沌区内呈现出混沌窗口 !图
$是复合系统（"#）%! 窗口的精细结构，在 %! 窗口
中发现当!& ’(’%时 %! 窗口重复出现 !图 )为（"#）
式的 *+,-./01指数 !

图 2 复合系统（"#）的吸引子

图 $ 复合系统（"#）的 %3窗口精细结构

图 ) 复合系统（"#）的 *+,-./01指数谱

由复合形式（4）可以得到一维 5067897:映射与二
维 ;</0/映射的另一种复合形式

"#=" & " > $"#
# = %#，

%#=" & &!"#（" > "#）{ !
（"’）

在实际计算中发现，当 ;</0/映射的系统参数
$ & ?(?%，& & ?(@2时，选取 5067897:映射的系统参数

!在［#("，@］之间，复合混沌系统（"’）具有两个不动
点，一个不稳定结点和一个焦点，其系统有两个混沌

吸引子 !随着 5067897:映射系统参数!的变化，系统
出现了一系列的分岔（图 "?），当!在小于 #(#$ 时
系统为稳定焦点；!在 #(#$—#(2范围内为不变环，
在 #(2—’(2%之间为倍周期分岔过程 !分岔开始时，
复合系统是从周期 @开始，以后以 #倍数增加，最后
使复合系统进入混沌状态［$—""］!

图 "? 复合系统（"’）随系统参数!变化的分岔图

图 "" 复合系统（"’）的吸引子

当系统参数!由 #("逐步增加到 @时，复合系
统（"’）的混沌吸引子将由稳定焦点到不变环，再收
缩到低维流形上，最后在有限的范围内扩散为混沌 !
图 ""是复合混沌映射（"’）式的吸引子 !由图 "# 可
以更清楚地看出，复合系统（"’）式具有吸引域，其吸
引域的范围在 % & > "(4—?(@ 和 " & > ?(%—"(%
之间 !
由复合形式（4）还可得到一维 5067897:映射与二

维 ;</0/映射的第三种复合系统形式，这种复合形
式分别在两个差分方程中同时复合了一维 5067897:
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图 !" 吸引子随复合系统参数!的变化情况 （#）!$ "%!；（&）!$ "%’；（(）!$ "%)’"；（*）!$ +%+’；（,）!$ +%’；（-）!$ ./

映射，复合系统为

!"0! $ ! 1 #!
" !"

"（! 1 !"）
" 0 $"，

$"0! $ %!!"（! 1 !"
{ ），

（!.）

复合系统（!.）式的动力学行为与系统（!"）的动力学
行为相似，也具有混沌吸引子，并呈现倍周期分叉现

象 /当选取 2,343 映射的系统参数 # $ !，% $ 5%5.
时，复合系统参数!在［+%"，+%6］之间 /如图 !+ 为
（!.）式的吸引子 /吸引子的吸引域在 $ $ 5%5!’—
5%5.和 ! $ 5%!—5%7之间，它与前两种的复合系统
形式的吸引子有所不同 /

图 !+ 复合系统（!.）的吸引子

通过以上的理论分析和计算机仿真的结果表

明，复合系统（!"），（!+）和（!.）具有不同的分岔序
列 /三种复合混沌系统的周期变化仍然是一种有序
状态，改变某个系统参数使行为轨道分裂 /继续改变
系统参数，轨道的分裂继续发生，最后将失去周期性

而进入混沌状态 /由（8）式和（)）式还可以看出，在一
维与二维映射复合时，能够得到多种复合形式 /不同
的复合形式，其非线性动力学行为也不尽相同 /
在复合混沌系统中，尤其是在高维的复合混沌

系统中，由于两个或者多个系统的复合，使整个系统

的参数不止一个 /在研究过程中一般根据需要只选
择一个系统参数作为研究对象，特殊条件下也可确

定多个系统参数进行分析 /

. % 结 论

本文通过对两个相同或不同结构的混沌系统复

合而成的新系统进行了分析，研究了其混沌动力学

行为，从计算机模拟和理论上分析了两个混沌系统

所构成的系统仍然具有对初值的敏感性，其吸引子

具有复杂的分形结构，而且两个简单系统复合构成

的新系统也是一个混沌系统，两个以上的混沌系统

复合时情况依然如此 / 本文还讨论了复合系统的分
岔序列 /对于两个相同或不同结构的一维混沌系统
的复合形式，分岔序列出现缺边现象，并且有偶次复

合成上下交替缺边的规律，这说明了复合而成的复

杂系统与原系统有不同的动力学特征，复合系统的

各种动力学行为是在简单系统的基础上演变而

来的 /
混沌系统的复合形式具有十分重要的实用价

值，它不仅具有非常重要的理论意义，而且能够解决

实践应用中两个或两个以上的复合混沌系统所涉及

++!期 于津江等：复合混沌系统的非线性动力学行为分析



的一些问题 !对于一个复杂的混沌系统可通过上述
方法分解成两个或几个混沌系统进行分析，从而简

化了研究过程 !此方法不仅可应用于离散系统，在连
续系统中仍然可以使用 !

［"］ #$ % &，&’()* + , "-./ !" ! #$%& ! #’(%&)* !" -0/
［1］ 2*33*45 6 7 "--8 +,,, -.$(/ 01.2 3*/% !#$ 9/.
［8］ 6:;$:3 6 ,，<=*>*? + "--@ 4&*/ ! 567 ! 86%% !%" ""@/
［@］ #$= &，A:(B’C: # D，E$’C #*$;* + E "--@ 4&*/ ! 567 ! 86%% ! , &’(

1/-
［/］ <:3 + D，F$:’ F D 1GG8 !2%$ 4&*/ ! 31( !)" "G0/（$3 DH$3*C*）［甘

建超、肖先赐 1GG8 物理学报 )" "G0/］

［9］ &= + +，IH:3J 6 F，F= K A 1GG@ !2%$ 9&*/ ! 31( ! )( 8.G"（ $3

DH$3*C*）［于津江、张明轩、徐海波 1GG@ 物理学报 )( 8.G"］

［.］ #=’ F L，DH*3 < E，M:3J A K 6% $) 1GG8 !2%$ 4&*/ ! 31( ! )" .-G

（$3 DH$3*C*）［罗晓曙、陈关荣、汪秉宏等 1GG8 物理学报 )"

.-G］

［0］ K* N K，F= + F，DH*3 & K "--- !2%$ 4&*/ ! 31( ! #! "9""（ $3

DH$3*C*）［何岱海、徐健学、陈永红 "--- 物理学报 #! "9""］

［-］ O= L F，K* N E "--. !2%$ 4&*/ ! 31( !#* "8G.（$3 DH$3*C*）［屈世

显、何大韧 "--. 物理学报 #* "8G.］

［"G］ &= L 6，#$3 O K，O$= L L 1GG8 !2%$ 4&*/ ! 31( ! )( 1G0@（ $3

DH$3*C*）［禹思敏、林清华、丘水生 1GG@ 物理学报 )( 1G0@］

［""］ &= L 6 "--- !2%$ 4&*/ ! 31( ! )( @"""（$3 DH$3*C*）［禹思敏 1GG@
物理学报 )( @"""］

!"#$%#&’( )*#’+%, -&.’/%"(0 "1 ,"+2$&3 ,.’"4%, 0*04&+0!

&= +$3P+$:3J"）1） D:’ K*PQ*$"） F= K:$PA’1） F= O=:38）

"）（ +(/%1%:%6 ’; 4&*/12/，3&1<1$=&:$(> ?’."$) 0’))6>6，3&1<1$=&:$(> G/GG8/，0&1($）

1）（ +(/%1%:%6 ’; !99)16@ 4&*/12/ $(@ 0’"9:%$%1’($) #$%&6"$%12/，A61<1(> "GGG00，0&1($）

8）（B69$.%"6(% ’; 4&*/12，B$C1(> !2$@6"* 0’))6>6，B$C1(> "98."1，0&1($）

（E*R*$S*4 8G T’S*>B*( 1GG@；(*S$C*4 >:3=CR($U; (*R*$S*4 "8 +=3* 1GG/）

,BC;(:R;
V3 ;H$C U:U*(，;H* 3’3W$3*:( 453:>$R:W B*H:S$’(C :34 B$X=(R:;$’3 C*($*C ’X R’>UW*Y C5C;*>C :(* C;=4$*4! T=>*($R:W

C$>=W:;$’3 :34 ;H*’(*;$R:W $3X*(*3R* CH’Z ;H:; ;H*(* :(* RH:’;$R :;;(:R;’(C $3 R’>UW*Y RH:’;$R C5C;*> ZH$RH :(* C*3C$;$S* ;’ ;H*
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