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讨论一类社会合作网络以及一些与其拓扑结构相似的技术网络的度分布 )建议一个最简化模型，通过解析的
方法说明这些网络演化的共同动力学机理，而且说明顶点的度分布和项目度分布之间具有密切的一致关系，而项

目所含的顶点数分布对度分布的影响较小；对模型的更一般情况进行数值模拟，说明上述结论具有一定的普遍性 )
这个模型显示这类广义的合作网络一般具有处于幂函数和指数函数这两种极端情况之间的度分布 )简要介绍对一
些实际合作网络做统计研究的结果，说明本模型的合理性 )
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! @ 引 言

近年来复杂网络的研究引起了很大兴趣［!，#］)在
许多实际或理论问题的研究中，可能把复杂系统基

本单元之间的相互作用简化地表示为图论中顶点

（即上述单元）之间的赋权或不赋权的“边”)这样，这
些复杂系统就可以在一定规定下表示为一个网络 )
这是对复杂系统建模的一种新尝试 )
网络中每个顶点连接其他顶点的边的数目称为

它的顶点度，用 ! 表示 )顶点度为 ! 的顶点出现的
概率，或称为顶点度分布，"（ !），可能在相当的程
度上说明网络的拓扑性质和演化机理的特征，因此

一直受到重视（为了方便，本文采取文献［$］中提出
的顶点度分布的定义，即 "（ !）表示顶点度为 ! 的
顶点数目，以下其他分布的定义类似）)近来 A/>/B/80
和 C1B9>D（AC）举出大量的实际统计例子，证明许多
实际网络的顶点度分布精确地或近似地遵循幂律，

即 "（!）E ! F!，并且提出了可能揭示这种无标度

分布律最主要产生机理的 AC网络生长模型［!，%］)模
型有两个要点：第一，网的顶点一个个地增加，第二，

新出现顶点与已经存在的顶点之间（遍及整个网络，

涉及绝大多数的边）都按照线性优选法则（即所谓

“富者更富”法则）建立边的联系［%］)由此模型得到的
解析和模拟结果显示理想的幂律 ) A/>/B/80 和 C1B9>D
同时解析地说明了如果新出现顶点与已经存在的顶

点之间完全随机地选择连接，那么顶点度的分布满

足一个指数分布 "（!）" 9=2（F ! G#），其中 #是常
数［!，%］) 在此后的许多旨在改进或修正 AC网络生长
模型的建议中，我们特别注意以下两个 )第一是 H06
和 H/0（HH）等人建议的介于无标度网和随机网之间
的网络模型［(］)他们举出了科研合作网的数据统计
结果介于指数函数和幂函数之间作为一个例证［’］，

说明网络的演化存在两种机理的竞争 )类似地，他们
假设网的顶点一个个地增加，但是设新顶点以概率

$（&#$#!）随机连接旧顶点，以概率（! F $）按照线
性优选法则连接旧顶点 )当 $ I &时，HH模型退化为
AC模型，而 $ I !时它退化为随机模型 )在& J $ J !
时，模型具有介于无标度和指数之间的顶点度分布 )
第二个模型是 H0和 K49<（HK）提出的，表现了关于优
选和随机选择这两种机理竞争的更具体、更深刻的

思想［+］)他们以世界贸易网为例，说明许多网络中存
在“优先互相作用”的“局域世界”，例如内部的经济

合作和贸易关系优先的各种区域经济合作组织、互
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联网中的域!路由器结构，以及蛋白质的族系或超族
系 "在 #$模型中网的顶点一个个地增加，但是线性
优选法则只适于随机选取一部分顶点构成的局域世

界内部 "当局域世界线度 !（它包含的顶点数）等于
"（每个新顶点在它的局域世界中连接的新边的数
目）时，局域世界中每对顶点都连接，无优选可言，

#$模型退化为 %&随机模型 "当 ! ’ "( ) #（"( 是

初始顶点数，"( ) # 是 # 时刻的顶点数），局域世界
就是整个网络，连接法则是完全的线性优选，#$模
型退化为 %&模型 "当 " * ! * "( ) # 时，模型具有
介于无标度和指数之间的顶点度分布 "
大家早就注意到许多实际网络的度分布介于无

标度分布（幂律分布）和指数分布之间 "这种分布被
称为“幂律尾分布（+,-./ 01- 2130）”、“去头的幂律
（2/45612.7 +,-./ 01-）分布”等等 "它们可能采取从非
常接近于幂函数到非常接近于指数函数这一个广阔

范围内的任一种形式 "我们倾向于使用 #18.//./.和
9,/5.22.在 :;;< 年提出的所谓的“广延指数分布”
（=2/.268.7 .>+,5.52310 73=2/3?423,5，9@A分布）对它们进
行比较定量的描述［<］" 9@A分布的原始分布规律为
$（%）7% ’!（%!B: C %!(）.>+（B（% C %(）!）7%，#18.//./.
和 9,/5.22.证明了对应的“累计统计分布”规律为
$（%）’ .>+（B（% C %(）!）"它更方便用 05$（%）! %!

形式表示 "其中的关键参数! ’ :时表示指数分布，

!"(时表示幂律分布 "!在:和(之间时，分布介于
指数分布和幂律分布之间，数据点的中段在双对数

平面上显示一个明显的线性部分（无标度区），然而

数据点的头尾部分又可能显示遵循指数规律的

弯曲 "! 越小于 :，无标度区越大，规律越近于
幂律［;，:(］"

图 : 描述社会合作网的双粒子图

近年来，我们注意到社会网络中特殊的一类，

即 所 谓“社 会 合 作 网 络”（9,6310 $,,+./123,5
D.2-,/E=）［::］"已经有许多讨论社会合作网络的论

文［:F］，其中我们特别注意 G1H1=6,，A,/,I1J2=.J 和
K1=2,/!912,//1=（GAK）最近发表的论文［:L］以及他们
提出的社会合作网络演化模型，其内容将在下一节

中简单介绍 "这类网络中的边通常表示它们的基本
单元之间的某种合作关系，适于用图 :所示的双粒
子图来描述［:，::—:L］"一类粒子可称为“项目”（162，例
如电影影片或科研论文），在图 : 中用上一列顶点
（&’，’ ’ :，F，⋯）表示，另一类粒子可以称为“参与
者”（162,/，例如演员或科研人员），在图 :中用下一
列顶点（(’，’ ’ :，F，⋯）表示 "在这种图中一般只考
虑两个不同类粒子之间的无向边，在图 :中用粗实
线 )’，’ ’ :，F，⋯表示 "这样的一条边代表一个参
与者参加一个合作项目 "如果只考虑一类粒子（称为
向一种单粒子图投影），就把两条共一个另一类单粒

子的 )’ 边投影为这种单粒子之间的边 "例如常常只
讨论演员的合演关系，这时图 :中两个粒子 (:，(F

的边 )*: 表示他们在同一部影片 &: 中的合作关系 "
边 )*:正是代表他们参加 &:合作项目的两条双粒子

图的 ):，)L 边的向下投影 "如果他们曾在两部影片
合演，则他们之间具有两条“重复边”（H4023+0.
.7I.=），表示合作的频繁程度或强度，具有重要的意
义 "类似地，也可以只讨论影片曾经聘用同样演员的
关系，这时可以定义两部影片（两个 &’顶点）之间的

边表示它们（曾经）聘用同一个演员 "例如图 :中两
个粒子 &:，&F之间的边 )+:表示它们曾经共聘演员

(: 的合聘关系 "类似地，它是两条双粒子图的 ):，)F
边的向上投影 "如果两部影片曾经聘用过许多相同
的演员，它们之间就具有多条“重复边”"这两部影片
的风格和特色一定有许多共同之处，同样具有重要

的意义 "如果特别注意一个演员 ’ 曾经演过几部影
片，可以定义一个量 ,’，称为它的“顶点项目度”，等

于这个 (粒子在双粒子图中连接的&粒子数，如图:
中由 (F 粒子出发的四条细实线所示 "显然，如果不
计多重边，这四条双粒子图边连接的四个 & 粒子
（&:，&F，&L，&M）由于曾经聘用过同一个演员在影

片单粒子图中构成一个完全图（6,H+0.2. I/1+8，即每
一对 & 粒子顶点之间都有一条 )+ 边连接），它们中
的每一个的顶点度都等于 ,’ B :"类似地，如果特别
注意一个影片 - 同时聘用几个演员，可以定义一个
量 .-，称为它的“项目含顶点数”，等于这个 & 粒子
在双粒子图中连接的 ( 粒子数 "类似地这些 ( 粒子
也由于在同一部影片中出演而在演员单粒子图中构
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成一个完全图，它们中的每一个的顶点度都等

于 !" ! "#当然，两个这样的完全图很可能共用一条
甚至好几条边，但是如果计算多重边，顶点度等于

!" ! "的结论仍旧成立 #如果我们把完全图的概念
推广到这种计算多重边的情况（即认为包含多重边，

每两个顶点都连边的图仍叫做完全图），仍可以说网

络是完全图的集合 #
本文特别注意一些“非社会合作网”或“技术合

作网络”，例如城市内的公交线路网络、旅游线路网

络、中药方剂网络以及中国菜肴网络等 #可以强调这
些网络中的顶点（参与者，例如公交车站、旅游景点、

中药药材、食品原料等）之间的合作，把它们之间的

边定义为在项目（公交线路、旅游线路、中药方剂以

及中国菜肴等）中的合作关系 #这样，在每个项目中，
每一对顶点之间同样都具有表示合作相互作用的边

连接，或者说在进行“完全”的合作，以至于每个项目

成为一个完全图，网络成为完全图的集合［$，"%］#我们
建议把这些网络与上述的社会合作网络归于一类

（也许可以称为“广义合作网络”），来研究它们的共

同性质 #
本文的目的在于用一个模型来描述广义合作网

络的度分布及其可能表示的网络演化机理的特征 #
在第二节中将介绍上述的 &’(模型，并参照该模型
建议一个最简化模型，试图通过解析的方法说明这

一类网络的一种普遍演化机理，并且说明顶点的度

分布 #（$）和项目度分布 #（%）之间具有密切的一
致关系，而项目含顶点数的分布 #（ !）对度分布的
影响较小 #然后将对模型的更一般情况进行数值模
拟，希望说明上述结论在定性的意义上具有一定的

普遍性 #在第三节中简要地介绍一些实际系统的统
计结果，希望说明本模型的正确性 #同时将进行本文
的总结 #

) * 模 型

!"#"$%&模型

&’(模型［"+］设想每步时间演化过程中组建一
个包含 ! 个参与者的项目（项目含顶点数为 !）# !
可能是常数，也可能是遵从项目含顶点数概率分布

#（!）的随机数 #其中 & 个是新参与者，其余 ! ! &
个从旧顶点（旧参与者）中按照正比于它的顶点项目

度 % 的概率优选 #当仅考虑 ! 和 & 均为常数，且不

计重复边的简单情况时，他们解析地证明了在参与

者的单粒子投影图中，度分布 #（ $）和顶点项目度
分布 #（%）均为严格的幂函数，而且标度因子相同，
都等于 ) , &-（! ! &）#这个模型产生的模拟数据与
&’(对美国演员网和科研合著网的统计结果相当好
地符合［"+］#
我们在一些实际网络中得到的关于度分布

#（$）和顶点项目度分布 #（ %）的统计结果倾向于
说明 &’(模型得出的结论是正确的，但是可能只代
表一种极端情况 #为此我们借鉴上一节中叙述过的
./模型、00模型、01模型和 &’(模型，建议一个可
能产生幂律、指数函数以及它们之间的各种 23’分
布的度分布和顶点项目度分布的简化模型，这种结

果与我们的广义合作网络实际统计结果更加符合 #
以下分两步来叙述本文建议的模型 #

!"!" 本文的最简化模型

类似地，设初始 ’ 4 % 时有 &% 个顶点，已经联

接成若干个完全图项目，它们的顶点项目度 %(%之和

为 %% #每步时间演化过程增加一个新顶点，在旧顶
点中按照一定法则选取 ! ! " 个（ ! 为常数），把这
! 个顶点中两两之间尚未连接的也都连接一条边，
构成一个新的完全图项目 #
) *)*"* 最简化模型的优选连接情况
设上述选取 ! ! "个旧顶点的法则是选取每个

旧顶点 ( 的概率正比例于它的顶点项目度 %(（顶点

项目度线性优选法则，即选取演员是看他已经演过

多少部影片），则仿照 ./ 模型的准连续近似解
法［"，5］，我们列出顶点项目度 %( 的准连续近似演化

方程

!%(

!’ 4（! ! "）
%(

! "
%"

， （"）

由于在 ’ 够大时，!
"
%( 4 !（ ’ ! "）, %%" !’ ，此方

程可以简化为

!%(

!’ #（! ! "）
%(

!’， （)）

由此解得 %(（ ’）4 )’!，其中!4（! ! "）-!，) 4 "- ’!(
（注意当 ’ 4 ’(，%(（ ’(）4 "）#由此可得 #（ %( 6 %）4
#（ ’( 7 ’ -%"-!）#考虑到 #（ ’(）4 "-（&% , ’），可解
得：’( 6 ’ -%"-!的概率为 ’ -%"-! ! "-（&% , ’）#因此，由

#（%(）4!#（（ ’ - ’(）! 6 %）-!%，可得到顶点项目度分
布为
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!（"）! #
（$" # #）!

" $ %
!

#( )%
， （&）

即顶点项目度分布为幂律，标度因子" ! %’!# % !
（(% $ %）’（% $ %）)它随常数项目含顶点数 % 的变化
而变化，若 % ! (，" ! &；% ! &；" ! (*+，% ! +；" !
(*(+，% ! ,，" ! (*%,；% ! -，" ! (*%(；% 趋于无穷
时，"趋于 (* 如上所述，当计算重复边时，总有 &’ !
"’（% $ %），由此可得重复边的顶点度分布为

!（&）! & $# （.）
且#!"，即与 /01模型的结论相同，度分布 !（ &）
和顶点项目度分布 !（ "）均为严格的幂函数，而且
标度因子相同 )图 (和图 &显示了我们对这个简化
情况的数值模拟结果 )在顶点总数 ( 不是很大的情
况下，数值模拟结果与上述解析结论仍旧比较好地

符合 )

图 ( 最简化模型线性优选情况不同项目含顶点数 % 对应的顶

点项目度分布（模型计算参数为：$" ! %"，计算顶点数 ( !

%"""""）

图 & 最简化模型线性优选情况不同项目含顶点数 % 对应的重

复边顶点度分布（模型计算参数为：$" ! %"，计算顶点数 ( !

%"""""）

(*(*(* 最简化模型的随机连接情况
若上述选取 % $ % 个旧顶点的法则是随机选

取，则类似地仿照 23模型的准连续近似解法［%，.］，
有

!"’

!# !（% $ %） %
$" # # $ % ) （+）

类似考虑当 # ! #’，"’ ! %，解得

"’（ #）!（% $ %）45
$" # # $ %
$" # #’ $ % # %) （6）

由此可得

!（"’ 7 "）! !（ #’ 8（$" # # $ %）

9 :;<［（% $ "）’（% $ %）］$ $" $ %）)
考虑到

!（ #’）! %’（$" # #），
可解得

!（"）! ):
%$ "
%$%， （,）

或

45!（"）!（% $ %）45) # % $ "
% $ %， （=）

其中 ) !（ # # $" $ %）’［（% $ %）（$" # #）］)即顶点项
目度分布为指数规律，斜率因子为"! $ %’（% $ %）)
它也随常数项目含顶点数 % 的变化而变化，% 趋于
无穷时，"趋于 " )类似地，当计算重复边时，总有
&’ ! "’（% $ %），由此可得重复边的顶点度分布为

45!（&）!$ & ’（% $ %）( ) （-）

图 . 最简化模型随机情况的顶点项目度分布（模型计算参数

为：$" ! %"，计算顶点数 ( ! %"""""）

这是 /01模型未讨论的另一个极端情况 )这时度分
布 !（&）和顶点项目度分布 !（ "）均为严格的指数
函数，但是斜率因子不同 ) !（ &）分布的斜率因子为
!（ "）分布的斜率因子的平方 )图 .和图 +显示了
本文对这个简化情况的数值模拟结果 )在顶点总数
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!不是很大的情况下，数值模拟结果与上述解析结
论也比较好地符合 !

图 " 最简化模型随机情况的重复边顶点度分布（模型计算参数

为："# $ %#，计算顶点数 ! $ %#####）

&’&’(’ 最简化模型的部分优选连接、部分随机连接
情况

如果上述选取 # ) %个旧顶点的法则是以一定
的概率 $ 随机连接、以其余的概率 % ) $ 优选连接，
容易想到度分布 %（ &）和顶点项目度分布 %（ ’）均
应该在指数函数和幂函数之间，可以用一个 *+,分
布来描述 !图 -显示了我们对 $ $ #!.的情况的数值
模拟结果 !对其他情况的数值模拟结果同样显示度
分布 %（ &）和顶点项目度分布 %（ ’）均为很好的
*+,分布，而且两种分布的关键参数!相同 !

图 - 最简化模型部分随机情况（ $ $ #!.）的顶点度分布（插入图

显示了相应的顶点项目度分布）

!"#" 本文模型的更近于实际情况

在下一节简短报道的实证统计结果将说明一般

情况下 # 并不是常数，在我们调研的系统中（细节
将另文报道），项目含顶点数 # 的分布函数 %（#）都

呈现一个不对称的单峰函数，但是具体的拟合函数

形式用一个泊松分布的半支来近似拟合 !我们对此
情况将提出另外一个模型来讨论［%/］!本文仅非常近
似地取项目含顶点数 # 的分布函数为 $"（#）$
%
(
"#

#！·0
)"的形式（即泊松分布的半支，希望参照累

计分布的实证结果，能够定性地代表实证统计情况 !
其中"为函数的峰值，# 为大于或等于峰值"的整
数值，%1( 为归一化因子 !在这里"都取 . !"，以做到
使泊松分布函数峰值的数量级与我们大多数的实际

统计结果（包括本文未报导的一些结果）一致 !我们
认为参数 ( 并不重要，所以在下面各图中也不再注
明）!本文仅对此情况做数值模拟的研究，说明在此
复杂情况下顶点的度分布%（&）和项目度分布%（’）
之间仍定性地具有密切的一致关系，而项目含顶点

数的分布 %（#）对度分布的影响较小 !
& ’(’%’ 优选连接情况
我们根据大多数实际统计结果，令 # 为以上文

所述的 %"（#）概率分布取值的随机数，然后在旧顶
点中线性优选地（即与其顶点项目度正比例地）选取

# ) %个构成一个完全图项目 !图 2显示了数值模拟
结果 !结果显示这时顶点项目度分布 %（ ’）和度分
布 %（&）都是幂律分布，而且两种分布的幂律因子
相同 !取"为其他值时结果相同 !

图 2 项目含顶点数为 %"（#）概率分布（" $ .! "），然后优选的

重复边顶点度分布（插入图显示了顶点项目度分布 !模型计算参

数为："# $ %#，计算顶点数 ! $ %#####）

&’(’&’ 随机连接情况
图 .显示了我们对 # 为上述半枝泊松分布，随

机选取 # ) % 个旧顶点时的数值模拟结果 !结果显
示这时顶点项目度分布 %（ ’）和度分布 %（ &）都是
指数函数分布，但是两种分布的斜率因子不相同（仍
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旧满足!!"!）"

图 # 项目含顶点数为 !#（"）概率分布（# $ #" %），然后随机选

择的重复边顶点度分布（插入图显示了顶点项目度分布 "模型计

算参数为：#& $ ’&，计算顶点数 $ $ ’&&&&&）

图 (显示了我们对 " 为上文所述的!#（"）概率
分布取值的随机数，然后在旧顶点中以概率 % $ &" #
随机选取，’ ) % $ &"!线性优选 " ) ’个旧顶点时的
数值模拟结果 "结果显示这时顶点项目度分布 !
（&）和度分布 !（’）都是很好的 *+,分布，但是两种
分布的关键参数$不完全相同 "对概率 % 为其他值

图 ( 项目含顶点数为 !#（"）概率分布（# $ #" %），然后部分随

机、部分优选的重复边顶点度分布（插入图显示了顶点项目度分

布 "模型计算参数为：#& $ ’&，计算顶点数 $ $ ’&&&&&" % $ &"#）

所作计算的结果定性相同 "

- . 一些实证统计结果

我们对中国旅游线路系统、淮阳菜肴系统、北京

和扬州的公交线路系统、以及好莱坞演员的合作系

统进行了实证统计研究 "结果证明了上述模型的合
理性 "限于篇幅，本文仅能非常简短地列表报道这些

表 ’ 一些实证的统计结果

系统
顶点

总数

项目

总数
边总数

项目含顶点数

累计分布形式

顶点项目度

累计分布形式

$参数
（或斜率）

重复边顶点度的

累计分布形式

$参数
（或斜率）

!&&-年中国旅游线路 ’/’ !0& /’( 泊松分布的半枝 *+,分布 &"% *+,分布 &"%

淮阳菜肴 !0! -!( ’/’- 泊松分布的半枝 *+,分布 &"! *+,分布 &"-

北京 !&&-年公交线路 01& 1% 泊松分布的半枝 近于指数函数分布 &"0( 近于指数函数分布 & "&-

扬州 !&&-年公交线路 !#( !1 泊松分布的半枝 近于幂函数分布 !"! 近于幂函数分布 ’ "1/

好莱坞演员合作 -(!-&0 ’#’0%% 近似于泊松分布的半枝 *+,分布 &"0% *+,分布 & "0%

研究的结论，详细的情况将另文报道 "
在表 ’所列的（从上至下）系统的网络描述中，

规定：在系统（’）中，一个旅游线路中的各旅游点为
顶点（参与者），处于同一旅游线路中（同一批游客同

一次游览所经历）的两个旅游点之间的合作关系为

边，一个旅游线路对应一个完全图项目 "在系统（!）
中，把一道菜肴看作一个由若干参与者（顶点，食品）

构成的项目，其中的两两顶点之间都有食品烹饪的

相互作用，用顶点之间的连线（边）来表示 "在系统
（-，0）中，公共交通线路（多少路（次）车）看作合作
项目，每个合作项目中交通工具停靠的站点定义为

顶点（参与者），两个顶点之间的边定义为它们在同

一条公交线路中的运输合作关系 "在系统（%）中，定
义顶点为演员，项目为影片 " 我们认为这些统计结
果与本文建议的模型的结论比较好地符合，倾向于

说明本文建议的模型可以描述广义合作网络的一部

分演化机理与特征 "
作为结论，我们建议注意这样的一类系统，其中

许多参与者在参与许多合作项目 "在这些系统的研
究中只考虑参与者在项目中的合作关系，不讨论（或

不存在）它们之间的竞争、对抗或其他类型的关系 "
我们建议用一个网络来简化地描述这样的一个系

统，定义参与者在项目中的合作关系为它们之间的

边，这样，一个项目就可以用一个它包含的参与者两
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两连边所构成的完全图来表示 !这样的网络不一定
是社会网络，也可以包含其他许多类网络，但是由于

拓扑结构具有共同特征，它们的统计性质也具有共

同规律 !首先，项目是这类网络中的主导因素，项目
如何组成是网络演化的关键问题，参与者的项目度

分布（即参与者参与多少个项目的数目的分布）很可

能是这类网络最主要的统计性质，在很大程度上左

右顶点的度分布 !
由于我们注重远离平衡的复杂系统的研究，这

类网络中各个参与者的信息往往是严重缺乏的 !通
常它们只在各自的一个或几个局域世界中比较密切

地互相关联，知道其他参与者的一些信息，因此也只

有在这些范围中才可能按照其他参与者的影响力的

大小，以不同程度的积极性去参加它们所在的项目，

而越出这些局域世界，就不再具备这样的信息，只能

随机地去参与项目 !这样，只有在空间和时间的覆盖

范围都很狭小的超小数据网络中，或者在虽然数据

很多，覆盖范围很大，但信息流通非常便利、快捷的

网络中才可能出现严格的幂律项目度分布和顶点度

分布，一般情况下这类合作网络都显示处在幂律和

指数规律之间的，可能被一个 "#$分布函数更好描
述的项目度分布和顶点度分布 ! "#$分布函数的关
键参数!的大小也许有可能描述系统远离平衡的
程度以及信息流通的程度 !这些思想换需要更深入
的研究来修正或支持 !
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