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从 )*+,-*的非线性方程出发，克服了原作者略去二阶微分项所带来的理论缺陷 .依据稳定周期解的结果，推出
了单段 /01的启动电场的阈值和各分段的滑行速度与外场成正比的关系，揭示出单段 /01遵循欧姆定律是
)*+,-*非线性方程的固有性质 .并将此结果用于多分段模型，最终导出 /01非线性电导的指数律和阈场，它们与实
验公式一致，同时也说明了窄带噪声的来源 .还就多分段的串联问题，提出了“弹性连接”机理的内力处理方法，得
到了更为理想的结果 .
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’ B 引 言

电荷密度波（AC7*D- @-,E8>; F7G-，/01）是存在于
低维材料中的一种电子周期调制现象，是一种具有

独特导电特性的电子输运现象 .人们曾经认为电荷
密度波在无公度状态下可以无耗散地自由滑动而成

为超导［’］，因而在一段时间内引起了理论研究者的

广泛兴趣 .虽然实际上由于杂质的“钉扎”作用，使得
/01并不能成为超导输运机理［%］，但有关 /01的
起因和相关机理，仍继续是理论物理工作者感兴趣

的课题［"—(］.而且，即使直到今天，在人们广泛研究
的高温超导材料中，经常可以观测到 /01 的现
象［$，H］.电荷密度波的这些奇妙的现象，自然吸引了
很多研究者的兴趣［I—’’］.
最早有关 /01的实验研究始于 JK,A-7: 等对

L@M-" 的研究
［’%，’"］.后来 N9-68,D等人［’2］曾总结实验

结果，给出了电荷密度波电导率的经验公式
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式中第一项为线性电导率，是普通电导项；第二项为

非线性电导率，产生于 /01 的输运结果 . !’ 为参

量 .这个经验公式有两个主要特点，一是存在着阈场

!R，二是存在一个指数因子的作用 .只有当电场 !

大于阈场 !R 时，指数项才出现 .同时还将出现“窄带

噪声”，噪声的基频 %’ 与非线性电流强度 &0/成正比

关系，即有

%’ ! &0/ . （%）
后来的理论工作者都试图对（’），（%）式给出解

释，)*+,-* 及其合作者最先提出单粒子经典模
型［’&］，根据 /01的导电特性与 SKE-TCEK, 结的直流
特性相似的事实，他们将电荷密度波当作一个刚性

的整体，在外场驱动下，它处于具有杂质的周期钉扎

势场中运动，并受到周围热浴的摩擦力作用，其运动

方程为
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其中 !# O（$U%!）（(%%
# U )）是常数，# O（%#&）Q ’为摩

擦系数 .这是一个典型的非线性微分方程，没有解析
解 .他们假设摩擦力极大，二阶导数项可以忽略，积
分求解得到

!0/ O!# !% Q !" %
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这里不仅得出了域场 !#，而且在高场区域时，其 ’U%
方次律与指数律也极近似 .

)*+,-*理论与经验公式的符合程度为以后若干
年中各种改进的精确理论所不能逾越，它的唯一困

难是!0/的导数在阈场条件下发散，与实验有本质

差别 .我们认为这是由于求解过程中忽略二阶导数
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项的近似处理造成的，而并非（!）式本身所具有的
困难 "

#$%&’$理论处理的是单段情况 "对于多段问题，
()$*+,［-.］假定 /01受到强作用和弱作用两类杂质的
影响 "强作用杂质随机分布，将 /01分割为小段，每
一小段又被钉扎 "弱作用杂质均匀分布，等效于一个
阈场，强作用导出指数因子 "这样得出的公式与经验
公式完全相同 " ()$*+,理论的不足之处是对每个分段
服从欧姆律的假定没有说明理由，更重要的是，人们

对速度不同的各个分段如何形成串联电流难以理

解 "对于多段串联的机理，()$*+,［-.］根本未做交待 "早
先曾经有 234（25657898，3’’，4+:’）［!—;］提出过弹性
连接的概念，但未做细化 " <=8&+［.］引入了弹性势能项
来具体地体现这种弹性连接的机理，其结果不仅使

模型变得复杂，并且其结论只有在! > - 时才与实
验符合（详见以下讨论），这在理论上存在一定的

缺陷 "
本文以（!）式为出发点，提出描述 /01的经典

方程（单粒子）在 ! ? !@ 时的解是一个大于零的周

期解，在这种情况下，电荷密度波的整体运动速度

与电场 ! 成线性关系，即每段电荷密度波自然地
服从欧姆定律 "本文对多分段的串联问题，提出了
“弹性连接”机理的内力处理方法，这种方法无需在

方程中“添加”弹性连接项，所得结果也不存在如同

<=8&+的结果中那样的必须!> -的限制 "

A B 单粒子运动方程的解

!"#" 单粒子运动方程平庸解

首先来看方程（!）的平庸解，并通过分析平庸解
得出一些有用的结论 "令"为常数，即可得到"的
平庸解（图 -）" 数值如下：
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!"!" 单粒子方程解的分析

将（!）式改写为
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在 D到"$ 区间对"积分得

图 - "-，"A，"!，"G 是方程的平庸解（图中曲线代表正弦的钉扎

势场）
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若定义阈场 !@ 是使粒子以 D速度由"> D开始，又
以零速度到达"A 则有
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设$ > D，可解出

"A " DBHG!，!@ > DBHA!D "

当$增加时，!@ 增加，"A 减小，当"A 减小到
!
A 时，

"A >"-，!@ > !D "在此情况下，
!@

!D
C ,+&"恒为正 "作

为一个被动力#
F"
F #永远不能超过主动力

!@

!D
C ,+&"，

因此粒子将不可能停止于"A >"- "因此按定义无论

$多大 !@ 决不能等于 !D，与上面结合可定出

DBHA!D I !@ I !D "
方程（!）在 ! 小于阈场 !@ 时，##J，它只有静止状
态解 "只有当 ! 大于阈场 !@ 时，方程才能有稳定持

续运动形式的解 "
我们通过数值计算方法，可以看到当!$!@时，

方程的稳定解是一个大于零的周期解，图 A给出了

! ? !% 时，方程（!）的
F"
F # K"数值解曲线 "

用
F"
F( )# 9+&
代表

F"
F # K"的周期函数的极小值，当

!$!@时，有
F"
F( )# 9+&

? D，电荷密度波整体将以速度

F"
F( )# 9+&
滑动，

F"
F( )# 9+&
即是恒定速度 "而当 ! > !@

时，
F"
F( )# 9+&

> D，电荷密度波将受最小速度的牵制，
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整体将不会滑动，恒定速度为 !，其内部只存在着各
部分之间的相对振动 "

图 # $!
$ ! %!曲线

我们知道，在稳定解情况下，
$!
$ ! %!曲线是以 #!

为周期 "将方程（&）从 !至 #!对!积分，这里讨论的
是方程的稳定解，所以有

!$ $!
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最后，对方程（(）积分就得
"
"!

’ "#!!$!
$ ! $!" （)）

令 " ’ "*，此时
$!
$ !改为

$!
$( )! #
，下标 # 表示$!

$ !是周

期性变化的函数，代入（)）式，得
"*
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当 " , "* 时从（)）式中减去（+）式
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，显见，

$!
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为恒定速度，

且由下式决定：
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(0 多分段模型的应用

现将上面结论推广到多分段（多粒子）的情形，

由于周期速度随!是周期变化的，所以在电荷密度
波中的不同位置将有不同的速度 "这就形成电荷密
度波内部之间的相对运动 "这种相对运动必将引起

弹性形变，其中直流分量，即平均速度
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转化为固定形变而失去对电流的贡献 "谐波分量则
形成驻波，产生窄带噪声 "其基波波长就是 123的

波长#"只有单粒子模型中的稳定速度 $!
$( )! $
导致

分段的整体运动，成为滑行电流 "
依照 456789假定电荷密度波受到强作用和弱作

用两类杂质的作用，强作用杂质按

%（ &’）’
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随机分布，将电荷密度波分为小分段 "每一小分段的
末端被一强作用杂质扎住 "因每一个强作用杂质钉

扎相同，对 &’ 分段单位长度的钉扎势为
〈 &’〉

&’
98<!"弱

作用杂质均匀分布，对单位长度 123钉扎势为一个
常数，可以等效为一个负场强 "= "这样得到第 &’ 分
段电荷密度波的运动方程
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依照上节的分析，此段 123有一域场 "’，

（"= . !0>#
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和整体滑行速度
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其中 "’ 可表为

"’ ’ "= .
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其中 !0># ?$? / 为一确定的常数，因"实际上很
大，可近似取$’ /"
（/@）式和（/&）式表明，由于各分段长度不同，在
一定外场作用下，有的分段能启动，有的不能启动 "
对启动的诸小段分段，整体滑行速度也各不相同 "但
由于各分段是串联的，两分段速度不同，则在界面上

形成压缩或拉伸形变，使速度快的受到附加阻力，使

速度慢的受到附加推力，直到两分段以相同速度滑

行 "对于 123的整体来说，这种分段之间不同产生
的形变弹性力属于内力 "所以问题归结为整个 123
在那些启动分段的力的总和作用下的运动 "这样，全
部的 123组成了一个由“弹性连接”串联的系统 "这
种理论上的处理是 456789，BCD<8 的文章中没有提
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出的 !
由（"#）式，当外场为 ! 时，只有那些长度为
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的分段才能启动，于是有
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完成上式的积分运算，得到
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上式与（"3），（"4）式比较，并代入（"#）式，可得多段
567的滑行速度为

*"
*( )$ ’，567

$ "
#!%
（! & !’）1

&
!!%
!& !’， （+%）

于是电导率为

$65 $
()*567

! $$%（" &
!’

!）1
&
!!%
!& !’ ! （+"）

同时可得窄带噪声的基频为

+" $
*567
% $ ,

+!()-65， （++）

这与实验公式（"），（+）完全一致 !

4 8 讨 论

9:;/1:及其合作者提出了 567的经典方程（3）
式［"<］，本文依据（3）式的数值解结果，提出在! = !>

时（3）式的解是一个大于零的周期解，由此得出，
567的单粒子运动是由周期变化速度和恒定速度
叠加而成 !恒定速度形成每段 567整体滑动，周期
变化速度形成其内部的相对振动，并且导出恒定速

度与电场的关系为

* $
! & !>

#!%
!

这样，对各分段 567的速度与电场之间关系遵循欧
姆定律，给出了自然的解释，而不是 ?@:A.-理论的人

为假设 !我们将这些结果应用到多分段模型，得到了
非线性电导的指数因子，结果令人满意 !可以看到，
在最终结果中，阈场值等于弱作用杂质等效的负场

强，这一点和 ?@:A.-的结论是一致的，并且周期变化
的速度成为窄带噪声的来源 !本文还建立了各分段
串联的“弹性连接”机理，将各个分段之间的串联矛

盾，转变为分段之间的内力处理，将所有的 567看
作一个弹性连接的系统，然后进行积分，这样既克服

了原先的矛盾，也得到了令人满意的结果 !
本文的要点是提出了 9:;/1:等人的描述 567

的经典方程（单粒子）在 ! = !> 时的解是一个大于

零的周期解，既然钉扎势 -./"是个周期函数，从布
洛赫定理来讲，粒子的运动方程具有周期性解就不

难理解了 !
本文对多分段的串联问题，提出了“弹性连接”

机理的内力处理方法，这种方法无需在方程中另外

添加弹性连接项，所得结果也不存在 BCD/.的结果中
那样的必须& $ " 的限制 ! BCD/.［#］是通过在方程中
人为地添加弹性势能项来具体地体现 EFG的弹性
连接的概念 !在 BCD/.文章中，给出的电流密度的结
果是

-567（!）$ -%
!
!’

&( )" &
，

其中的&是一个参数，与杂质的浓度有关 !由此推
出的电导是

$567（!）$$%
!’( )!

!
!’

&( )" &

! （+3）

BCD/.在原文中指出，当 ! 很大时，$567（!）具有趋

于饱和极限的趋势，认为与实验的情况是基本符合

的［#］!但是，我们看（+3）式，实际上当&= "时它的极
限是发散的，而& H " 时极限为 %，这两种情况都与
实验结果相左，只有&$ "时（+3）式的极限才为一个
有限数值，才与实验符合 !但是&作为一个与杂质
的浓度有关的参数，限制& $ "，难于给出合理的物
理解释 !而本文中（+"）式，当电场 ! 趋于无穷大时，

$65的极限在数学上是严格成立的 !并且，我们给出

的公式与 EI1J./K和 9:.J1-给出的经验公式完全符
合，这种结果是非常理想的 !
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