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基于函数对时间的全导数采用沿系统的运动轨线方式，研究非 )*+,-+.型非完整可控力学系统的 /0+,*+12形式
不变性 3 给出非 )*+,-+.型非完整可控力学系统的 /0+,*+12形式不变性的定义和判据 3 由 /0+,*+12形式不变性同时得
到了 /0+,*+1守恒量和新型守恒量 3 并举例说明结果的应用 3
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& 4 引 言

力学系统对称性和守恒量的研究在数学和物理

上都具有很重要的意义 3 近代寻求守恒量的方法是
对称性方法，主要有三种对称性：/0+,*+1 对称
性［&］，56+对称性［!］和形式不变性［(，7］，并取得一些
重要成果［"—&"］3 相应地有三种主要的守恒量：

/0+,*+1 守恒量［&，"，%］，809:-; 守恒量［&%］和新型守恒
量［&#］3 最近，梅凤翔给出了 5-<1-;<+ 力学系统的

/0+,*+1256+ 对称性［&’］，由此得到 /0+,*+1 守恒量和

809:-;守恒量 3 吴惠彬首次定义了完整力学系统的

56+2形式不变性［&=］，同时得到 809:-;守恒量和新型
守恒量 3
力学系统的运动依赖于作用力以及所加力的约

束，对约束力学系统的研究在物理学中具有重要的

意义 3 可控力学系统作为约束力学系统的扩充，长
期以来，人们对其研究并不是很多，但是随着近代

科学的进步，控制理论在社会中发挥着越来越重要

的作用，这在很大程度上刺激了可控力学的发

展［!$—!7］，使可控力学的研究具有重要的理论和现

实意义 3 本文中，基于函数对时间的全导数采用沿
系统的运动轨线方式，研究非 )*+,-+. 型非完整可
控力学系统的 /0+,*+12形式不变性，并同时得到了

/0+,*+1守恒量和新型守恒量 3

! 4 系统的运动微分方程

研究一质点系，质点的质量为 !"（ " > &，⋯，

#），系统的位形由 $ 个广义坐标 %&（ & > &，⋯，$）来
确定 3 系统的运动受 ’ 个非 )*+,-+.型非完整约束

(!（%&，%·&，")，*")，+）> $
（! > &，⋯，’；) > &，⋯，,；& > &，⋯，$），（&）
约束（&）式对虚位移的限制为

!
’

!> &
(! &（%&，%·&，")，*")，+）#%& > $

（! > &，⋯，’）3 （!）

一般来说，(! &与
!(!
!%·&
无关，特别地，当 (! & >

!(!
!%·&

时，此约束为 )*+,-+.型非完整约束 3
一般情况下方程（&）包含控制参数")，系统的

运动微分方程表示为 ?0@,*形式，即
-&（.）> /& A (! &$!
（ & > &，⋯，$；! > &，⋯，’）， （(）

其中 . > 0 B 1 为系统的 5-<1-;<+函数，/& 为广义

力，$!为约束乘子，-& 为 C@D+1算子，即

-& > E
E +
!
!%·&

B !!%&
3 （7）

设系统（(）式非奇异，在方程（(）积分之前，可
由方程（&），（(）先求出约束乘子$! 作为 +，%&，%·&，

")，"
·

) 的函数，于是方程（(）可表为相应完整系统的
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形式

!"（#）! $" "!" （ " ! #，⋯，%）， （$）

!" ! &" "#"， （%）
展开方程（$）可解出所有广义加速度，记作［&’］

’( " !$"（!，!·，%(，)%(，%( (，*）（ " ! #，⋯，%）)（*）

’+ ,-./0.12形式不变性的定义和判据

首先引入无限小变换

*! ! * "&’3（ *，!，!·），

’!"（ *!）! ’"（ *）"&’"（ *，!，!·{
），
（4）

式中为&无限小参数，’3，’" 为无限小生成元 )
定义 如果对称性既是 ,-./0.1对称性，又是形式
不变性的，则称为 ,-./0.12形式不变性 )
约束方程（#）在无限小变换下保持不变，即

+（#）（&"（!，!·，%(，)%(，*））! 3， （5）
在推导运动方程时，需用到非 60./7.8条件，这个条
件对(’" 施加了限制，即

&" "（’" 9 ’·"’3）! 3) （#3）
对于非完整可控力学系统，其 ,-./0.1等式可写为
方程（#3）和形式
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形式不变性判据方程为方程（5）和
"!"｛+
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基于函数对时间的全导数采用沿系统的运动轨线方

式，其中
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由关系（5）—（#’）式，有
判据 对于非 60./7.8型非完整可控力学系统，

如果存在规范函数 ,- ! ,-（ !，!·，%(，)%(，*）满足等

式（5），（#3
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则相应对称性为非 60./7.8型非完整可控力学系统
的 ,-./0.12形式不变性 )

< + ,-./0.12形式不变性导致的守恒量

非 60./7.8型非完整可控力学系统的 ,-./0.1形
式不变性可同时得到 ,-./0.1守恒量和新型守恒量 )
推论 ! 对于非 60./7.8 型非完整可控力学系

统，,-./0.12形式不变性可导致 ,-./0.1守恒量
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证明 将（#$）式两边对 * 求导，联合（##）式，

有
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推论 !得证 "
推论 ! 对于非 #$%&’%( 型非完整可控力学系

统，如果存在规范函数 !" ) !"（ !，!·，!#，$!#，%）满
足如下结构方程
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则系统存在如下形式的新型守恒量
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7 8 算 例

假设系统的 9’:;’2:%函数为

’ ) !
6（*·6! , *·66）， （!<）

非势广义力

(! ) (6 ) +， （!=）
系统所受的非完整约束力为

"% ) *·6 .!（ %）*·! ) +， （6+）
其中!（ %）为控制参数，!（ %）是 % 的函数 "
假设（6+）式是非 #$%&’%( 型的，虚位移限制方

程为

&*! .&*6 ) +， （6!）
研究系统的 >1%&$%;?形式不变性 "
系统的运动方程为

*- ! ) .
$!*·!

! ,!
，

*- 6 )
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! ,!
， （66）

选择无限小生成元

"+ ) +，"! )"6 ) *·! , *·6， （6@）
通过计算，有
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生成元（6@）式满足（!A）式 "
展开等式（=）和（!+），有

. 6 $!*·!"+ .
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,
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!*
* %"( )+ ) +， （67）

.（"! . *·!"+）,（"6 . *·6"+）) +" （6/）
生成元（6@）式满足（67）和（6/）式 "
可知生成元（6@）式是非 #$%&’%(型非完整可控

力学系统的 >1%&$%;?形式不变性的 "
将（!<），（!=），（6@）和（6A）式带入 >1%&$%;等

式（!!），有规范函数
!- ) *·! , *·6 " （64）

由推论 !得
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!" !（#·"# $ #·""）" $ #·# $ #·"
! %&’() * （"+）

即由 ,&-).-/0形式不变性得到的 ,&-).-/守恒量 *
将（"1），（"2）式代入（#3）式，有

$% ! #·# $ #·" * （"4）

由推论 "得
!% ! #·# $ #·" ! %&’() * （15）

即由 ,&-).-/0形式不变性得到的新型守恒量 *
由上述例子可看出，守恒量（15）式是非 ,&-).-/

守恒量 *
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