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在有限温度环境内，量子约束动力学及其追踪控制可使退相干系统的相干性稳定一段时间 )约束方程产生的

控制场能够按量子比特的动力学状态进行控制（量子动力学轨道的反馈控制）；依靠量子比特的这种反馈效应，可

使量子位稳定在设定的时间内 )同时，在量子位的稳定方面，温度扮演一种消极的角色 )
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! @ 引 言

追踪控制在经典的工程动力学系统内已有很久

的历史［!，"］)在最近几年，它已被应用于量子分子系

统［(—$］)"%%& 年，A1>0B 和 C?96;1>;B 用此技术来控制

存在于马尔柯夫环境中的单个量子比特的耗散，他

们阐述了一个量子比特的相干性可以被稳定一段有

限的时间，直到控制场发生奇异 )在这个方案里，控制

场被量子比特的状态瞬时调制，在他们的文章里，只

讨论了纯失相过程，系统与环境之间没有能量交换 )
最近，安钧鸿等［’］用此技术讨论了在有限的温

度环境内，怎样控制与环境相互作用的单个量子比

特的耗散过程以及与此相关的相干性稳定性问题 )
他们讨论了一个量子比特在布洛赫球的一个大平面

内的相干性可以被稳定一段有限的时间，直到控制

场发生奇异 )但是，对一个耗散的量子比特最重要的

控制，是保持量子位的上下两个状态的稳定性 )这正

是本文的目的 )
在这篇文章里，我们将应用类似的方法进一步

研究一个量子比特的量子位的稳定性问题 )我们将

阐明，依据量子约束动力学，可以设计一个具有量子

比特动力学反馈效应的哈密顿量，使一个量子比特

的量子位稳定一段有限的时间 )同时也将阐明，控制

的时间段的长短与量子比特的初始状态有关 )

" @ 主方程

考虑一个被时间有关的磁场驱动的二能级原子

与环境热辐射场相互作用的系统，环境效应被描述

为一个量子比特与一个热辐射场的耦合，其哈密顿

量为［,］
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上式第一项是在外磁场中的二能级原子的哈密顿

量，第二项是环境热辐射场（光子）的哈密顿量，第三

项是两者的相互作用，其中 $ E
# ，$# 分别表示环境热

辐射场光子的产生、湮灭算符；"%，"# 分别是二能

级原子的跃迁频率和辐射场频率；%# 表示二能级原
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子和环境热辐射场的耦合强度 !
按常规方法，考虑相互作用的二级微扰，在马尔

柯夫近似下，可得到原子的约化密度矩阵的主方程

为［"，#$］（在自然单位中）
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参数 #—是环境的平均光子数，参数"是二能级原子

的衰变率 !
在一个量子比特的布洛赫球表示法中［##］，任意

一个量子比特的密度矩阵为
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式中 ! 是物理空间的三维矢量，称为密度矩阵!的

布洛赫矢量；可以证明： ! "#，当且仅当!是纯态

时，等号成立 !在这种表示法中，纯度为［#(］
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已证明，保持主方程初态的纯度 ’ 不变，是不可

能的［#-，#.］!
可证明
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很显然 (, 是相应#, 的期望值 ! 根据#, 间的对易关

系可知，在量子力学中不能同时测得 () ，(* 和 (+ 的

确切本征值 !
在量子比特的布洛赫球表示法中，从原子的约

化密度矩阵的主方程（(）对#, 求平均可得
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其中环境退相干部分为
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外场控制部分为

-（ .）%

$ & /+（ .） /*（ .）

/+（ .） $ & /)（ .）

& /*（ .） /)（ .）









$

，

常数项为

" %
$
$
&









"

；

具体写出后的运动方程为
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从这些方程，很容易解出不加外磁场时主方程（-）的

定态解为
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- 1 量子位的稳定性

方程（0）的结构如下：第一项为环境耗散项，第

二、三两项为外场控制项，用于抵消环境耗散，第四

项为常数项 !取初值时，一定要注意，外场控制项的

值不能为零，否则将达不到控制的目的 !
控制的目的就是保持 (+ % 常数，即使方程（0）的

右边等于零，这是微分动力学约束条件 ! 很显然，加

上约束条件后，共有四个方程，但有六个未知函数

（三个 (, 和三个/, ），必须给定（输入）两个函数关系

式才能确定（输出）其余两个未知函数 ! 当然有多种

方法可达到此目的，其中一个方法是：令 /)（ .）%
/)（$），/*（ .）% /*（$）! 以下我们将证明：依据量子

约束动力学，借助于由一个量子比特本身的动力学

状态控制的外场，一个量子比特的量子位能被稳定

一段时间，其稳定时间的长短依赖于这个量子比特

的初态 !
由于 (+ % 常数，(·+ % $!由（0）式可推出

(+ %
/)(* & /*() &"

（(#— ) #）"
，

进而可得

/)(·* % /*(·) ， （2）

由（.）和（/）式可得
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由方程（’）可求出
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控制场的一个重要特征是 %& 依赖于 !"（ ’），!#（ ’）和

!&（ ’）；这正显示了由动力学约束而导致的动力学追

踪和反馈效应 (因此我们称这种方法为基于约束动

力学的追踪控制（追踪控制，是借助于动力学约束而

实现的，利用被控制系统的瞬时动力学状态的反馈

效应而实现的控制［%*］）( 这种技术最近已在腔场量

子电动力学的实验中被证实［%’］(
给定一组初值时，由方程（+）和（&）可得 !" ，!#

的解析解，由上述解析解代入方程（)）可得不同温

度、不同初值 !& 下的控制场 %& 随时间的演化（图

%），以及有控制与无控制的 !& ，!" 和 !# 随时间的演

化（图 $）(

图 % （,）不同温度情况下的控制场随时间的演化，温度用 $—标志，从外到内依次代表 !& !" -.’时，$— " %，$，*，/，’ 时的 %& 的演化；（0）不同

初值 !& 下的控制场随时间的演化情况，从外到内依次代表 $— " % 时，!& !" -.’，!-.+，!-.&，!-.)，!-.)’时的 %& 的演化（由初值可知：-

" !&"!-.)’）（其他参数值依次取：!" -.%，%" " %，%# " %.$，!" " -.%，!# " -.$（!，%"，%# 均代表能量，在本文中，我们以 % " %" 为基本能

量单位，$—、!( 为无量纲的量，则 ’ 的单位为：) " %12））

图 $ 有控制的 !3" ，!3# ，!3&（虚线）与无控制的 !"，!#，!&（实线）随

时间的演化情况（参数值依次取：! " -.%，%" " %，%# " %.$，!" "

-.%，!# " -.$，!& !" -.’）

图 %（,）画出了不同温度下的控制场随时间的

演化情况 (在这里，温度用 $—标志，从外到内依次代

表 $— " %，$，*，/，’ 时的 %& 的演化曲线 ( 很显然，在

演化过程中，控制场最终趋于无穷大，温度越高，控

制场趋于无穷大的程度越强 ( 图 $ 中表明的有控制

的 !" 的演化情况，是 !" 很快趋于零，根据方程（)），

这也正是控制场趋于无穷大的原因 ( 这意味着我们

用有限的控制场只能使单个量子比特的量子位稳定

一段有限的时间，事实上控制场的奇异行为是追踪

控制的一个重要特征［’］；文献［%*］已证明这种奇异

行为是不可避免 ( 图 %（,）也说明了随着温度的升

高，能控制的量子位的稳定的时间段越来越短，这表

示温度在量子位控制方面起着消极的作用 (图 %（0）

画出了不同初值 !& 下的控制场随时间的演化情况，

从外到内依次代表 !& !" -.’，!-.+，!-.&，!-.)，

!-.)’时的 %& 的演化曲线，它表明了能控制的时间

的长短与 !& 的初值有关，随着 !& 的增大，能控制的

时间段变短 (
图 $ 画出了受控制的 !3" ，!3# ，!3&（虚线）与不受

控制的 !" ，!# ，!&（实线）随时间的演化情况 ( 从图 $

可看出，在保持量子位 !& 为一常数即控制了 !& 的衰

减的同时，加速了 !" ，!# 的衰减 (这正体现了泡利算

符"" ，"# 和"& 之间的不对易性 (
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!" 结 论

综上所述，依靠量子约束动力学，可使在有限温

度环境内，存在耗散的单个量子比特的量子位保持

稳定，本文提供了一种简单的追踪控制方案 #我们发

现，单个量子比特的量子位可以稳定一段时间，但以

加速布洛赫矢量的其他两个矢量的衰减为代价 #在
这篇文章里所运用的控制策略在量子信息或量子计

算方面也许有着潜在的应用价值 #
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