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研究了一种新型混沌系统———*+, 混沌系统的基本动力学行为以及电路实现的问题，给出了相图、庞卡莱映

射、功率谱以及李雅普诺夫指数，基于李雅普诺夫指数谱和分叉图分析了系统参数对 *+, 混沌系统的影响 -最后设

计硬件电路证实了 *+, 混沌系统以及 *+, 混沌系统随系统参数变化时的各种状态的存在 -给出数值仿真和电路实

验的结果 -
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图 " *+, 混沌系统的相图（.）!/ "，（0）#/ "

"1 引 言

自从 "%)2 年，*34567 在三维自治系统中发现了

第一个混沌吸引子以来［"］，其混沌理论研究和实际

应用得到了极大的关注［&—$］，但供研究的混沌系统

并不多 - "%%% 年 8956 等采用线性反馈控制方法控制

*34567 混沌系统而发现了一种与 *34567 混沌系统类

似但不拓扑等价的 8956 混沌系统［’］；&##" 年和 &##&
年，吕金虎等人相继发现了 *: 混沌系统和连接上述

三个混沌系统的统一混沌系统［)，!］；&##2 年，*+, 等

发现了在三维连续自治混沌系统中能产生四螺旋混

沌吸引子的混沌系统，并用实际的硬件电路证实了

该混沌系统的存在［(］- &##’ 年，;+ 等在 *34567 混沌

系统的第一个式子上，加上一个非线性项，发现了一

类变形 *34567 混沌系统，并对该混沌系统进行了详

细的分析［%］- &##$ 年，*+, 等提出了一类含有平方非

线性项的三阶连续自治混沌系统［"#］，由于 *+, 混沌

系统是一个新的混沌系统，开展其动力学特性及电

路实现的研究具有重要的理论意义和实际价值 -

& 1 *+, 混 沌 系 统 动 力 学 分 析 及 数 值

仿真

*+, 混沌系统是一类含有平方非线性项的混沌

系统，其数学模型描述如下：

!·< $（# = !），

#·< %! = &!"，

"·< = ’" > (!& -

（"）

当 $ < "#，% < $#，& < "，’ < &1’，( < $ 时，混沌

吸引子的相图如图 " 所示；庞卡莱映射如图 & 所示；

功率谱图如图 2 所示 -利用 ?.@30+. 方法计算李雅普

诺夫指数得
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在本文中，固定 " " !，# " % 不变 +因此，从系统

的各个相图、庞卡莱映射、功率谱以及系统的李雅普

诺夫指数，可知该系统为混沌系统 +

图 ’ 庞卡莱映射

图 & 功率谱

!"#" 基本的动力学分析

（!）对称性和不变性

由于在变换（$，%，&）!（ * $，* %，&），系统的方

程仍保持不变，即系统的图象关于 & 轴对称，且这种

对称性对所有的系统参数都保持不变 +
（’）耗散性和吸引子的存在性

由于

!

’ ""$·

"$ ,"%·

"% ,"&·

"&
" * ( * ) + （’）

当 ( , ) - ) 时，则系统（!）是耗散的，且以指数

形式收敛

.’

. * " /*（(, )）+ （&）

即 体 积 元 ’) 在 时 刻 * 时 收 缩 为 体 积 元

’) /*（( , )）* ，这意味着，当 *!0时，包含系统轨线的

每个体积元以指数率 * ( * ) 收缩到零 + 因此，所有

系统轨线最终会被限制在一个体积为零的集合上，

且它渐进运动固定在一个吸引子上 +
（&）平衡点及稳定性

令（!）式的右边等于零，即

(（% * $）" )，

+$ * "$& " )，

* )& , #$’ " )，

（%）

得三个平衡点为 ,) "（)，)，)）；

, , " "+)
’ ，"+)

’ ，( )+ ；

, * " * "+)
’ ，* "+)

’ ，( )+ +

由其平衡点可知，(，) 不变且都为正数，当

+ - )时，系统有三个平衡点；当 + 1 ) 时，系统仅有

一个平衡点，可见在 + " ) 处，则出现叉式分岔 +
把系统（!）在平衡点处线性化，得其 2345673 矩

阵为

- "
* ( ( )

+ * &) ) * $)

($) ) *









)

， （8）

其特征方程为

.（!）"（! , )）（!’ , (! , (&) * (+）, (($’
)

" )， （$）

把 ,) "（)，)，)）代入（$）式，得其特征多项式为

.)（!）"（! , )）（!’ , (! * (+）" )， （9）

其特征根为!! " * )；

!’ " * ( , (’ , %" (+
’ ；

!& " * ( * (’ , %" (+
’ +

若 + - )，则 (’ , %(+ - (’，从而!! 1 )，!’ - )，

!& 1 ) +则 ,) "（)，)，)）平衡点是不稳定的且为三维

空间中的一个鞍点 +
若 + 1 )，则 (’ , %(+ 1 (’，从而!! 1 )，!’ 1 )，

!& 1 ) +则 ,) "（)，)，)）平衡点则唯一的平衡点且是

稳定的汇 +
把 , , 代入（$）式，得其特征多项式为

. ,（!）"!& ,（( , )）!’ , ()! , ’(+)

" )+ （(）

由于 (，) 为正数，若 + - )，则（(）式的所有系数
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均为正，因此，对任意! ! "，则都有 ! #（!）! "$ 因

此，要使平衡点不稳定，则（%）式必须有两个正实部

的复共轭特征根 $ 若 " & "，则（%）式有三个特征根：

!’ & "，!( & ) #，!* & ) $ $当 " 从正趋近于零时，则

!的高阶项变的很小，忽略不计，则!’ 趋近于 ) ("，

因此，在极限状态的情况下，稳定性将失去 $在 " 从

零逐渐增加的过程中，仅当 +,（!）& " 时，系统不稳

定性才会发生 $ 此时，（%）式的两个特征根则为!’，(

& - % .，其中 % 为实数 $
从而可得：!’ #!( #!* & )（ # # $），因此，!* &

) # ) $，把它代入（%）式，有 ) #$（ # # $）# (#"$ & "，

即 "& &（# # $）/(，若 " 0 "& ，则 ’ # 和 ’ ) 均为稳定

的汇 $若 " ! "& ，则 ’ # 和 ’ ) 均为不稳定的鞍焦点 $

若 " & "& 时，两个复共轭特征根为!’，( & - #$! .，
由于

!1（"）& ) (#$
*!( # (（# # $）! # #$

， （2）

图 3 " 取不同值时的相图 （4）" & 5；（6）" & 7；（8）" & ("

因此

"1（"）& +,!1（"&）& #$
#$ #（# # $）( ! "，（’"）

%1（"）& 9:!1（"&）&（# # $）!#$
#$ #（# # $）( ! " $（’’）

所以，根据文献［’’］有关霍普夫分岔的定理，则

当 " & "& 时，系统在平衡点 ’ # 和 ’ ) 处将出现霍普

夫分岔 $

!"!" 系统参数的影响

从上面分析可知，随着系统参数的改变，系统平

衡点的稳定性将会发生变化，从而该系统也将处于

不同的状态 $下面利用数值仿真手段，分析各个系统

参数变化时，系统的变化情况 $
!当 #、$ 不变，" 改变时 $ 其李雅普诺夫指数

谱如图 ; 所示，分岔图如图 5 所示，可知：

图 ; 随 " 变化的李雅普诺夫指数谱

图 5 随 " 变化的分岔图

当 " 0 3<(5 时，系统为稳定状态，如图 3（4）

所示；

当 " ! 3<(5 时，系统为混沌状态，如图 3（6）和

（8）所示；

很显然，系统在 " & 3<(5 时，发生了霍普夫分

岔 $同时还可以得出，随着 " 的增大，系统的混沌性

增强 $
" 当 #，" 不变，$ 改变时 $其李雅普诺夫指数

谱如图 7 所示，分岔图如图 % 所示，可知：

当 " 0 $"% 时，系统为混沌状态，如图 2（4）所

*3"5’" 期 王发强等：=.> 混沌系统的混沌分析及电路实验的研究



示；

当 ! " ! " #$%& 时，系统为周期状态，如图 ’（(）

所示；

当 #$%&! ! " #$%) 时，系统为拟周期状态，如图

’（*）所示；

当 #$%)! ! " &$ 时，系统为周期状态，如图 ’（+）

所示 ,

图 ) 随 ! 变化的李雅普诺夫指数谱 图 ! 随 ! 变化的分岔图

图 ’ ! 取不同值时的相图 （-）! . /；（(）! . ’；（*）! . #$%0；（+）! . 1$

! 当 "、! 不变，# 改变时 ,其李雅普诺夫指数

谱如图 #$ 所示，分岔图如图 ## 所示，可知：

当 $ " #!2 时，系统为周期状态，如图 #1（-）

所示；

当 2 " #!#2 时，系统为混沌状态，如图 #1（(）

所示；

当 #2 " #!#! 时，系统为周期状态，如图 #1（*）

所示；

当 #! " #! 21%0 时，系 统 为 混 沌 状 态，如 图

#1（+）所示；

当 21%0 " #! 0$ 时，系 统 为 周 期 状 态，如 图

#1（3）所示 ,

2/$0 物 理 学 报 00 卷



图 !" 随 ! 变化的李雅普诺夫指数谱 图 !! 随 ! 变化的分岔图

图 !# ! 取不同值时的相图（$）" % #；（&）! % ’；（(）! % !)；（*）! % #"；（+）! % ,-

. / 012 混沌系统的电路实验研究

!"#" 电路设计

采 用 线 性 电 阻、线 性 电 容、运 算 放 大 器

（03),!）、模拟乘法器（456..）来设计实现 012 混沌

系统的电路，如图 !. 所示，其中运算放大器是用来

进行电路的加减运算，模拟乘法器则用来实现 012
混沌系统中的非线性项 7 由于运算放大器（03),!）

的容许电压仅为 8 !’9，对于乘法器（456..）来说，

其容许电压仅为 8 !"97为了有效的进行电路实验，

我们把混沌信号的输出电平调小为原来的 !:!"，设

# % !"$，% % !"&，’ % !" ( 7 （!#）

又由于系统变量的变换，不影响系统的状态及

性能，从而再令

$ % #，& % %，( % ’， （!.）

则式（!）可变为

$·% !（& ; $），

&·% "$ ; !")$(，

(·% ; *( < !"+$# 7

（!,）

根据电路理论以及各个元件的特性，得其电路

方程为
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!·!
""

"# "$ ##
$ %

"& ""

"’ "( "$ ##
!，

$·!
")

"* "#+ #(
! %

") "&

#+"’ ", "#+ #(
!%， （#’）

%·! %
"#( "#’

"#" "#$ "#& #"
% -

"#( "(
&

#+"(
’ "## "#" #"

!( .

（#’）与（#$）式相比较，可得

& !
""

"# "$ ##
!

"& ""

"’ "( "$ ##
， （#&）

’ !
")

"* "#+ #(
， （#*）

#+( !
") "&

#+"’ ", "#+ #(
， （#,）

) !
"#( "#’

"#" "#$ "#& #"
， （#)）

#+* !
"#( "(

&

#+"(
’ "## "#" #"

， （(+）

令 ## ! #( ! #" ! # ! #!/，"(，"& ! (+ 0"，"#，"’，

"#(，"#$，"#’ ! #+ 0"，"$，"#+，"#" ! #++ 0"，", ! ,
0"，"## ! # 0"，") ! $+ 0"，并分别代入（#&）—（(+）

式可得

& ! "" 1 #+%"；’ ! $++ 1 #+"

"*
；( ! #；

) ! #++ 1 #+"

"#&
；* ! $. （(#）

!" #" 电路实验结果

当 "" ! #+ 0"，"#& ! $+ 0"，"* ! #+ 0"时，有如

图 #$的电路实验相图，与数值仿真图 # 一致 .

图 #" 电路原理图

图 #$ 234 混沌系统的电路实验相图（5）!6 %（+7’89:3;，(89:3;）；（<）$6 %（#89:3;，(89:3;）
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（!）令 !" # !$ %!，!!& # ’$ %!，改变 !(

根据（)!）式知，改变 !( 就是改变系统参数 "，

得其随着 !( 减小的各个电路实验相图如图 !* 所

示 +与图 & 相比，两者相一致 +
（)）令 !" # !$ %!，!( # !$ %!，改变 !!&

根据（)!）式知，改变 !!& 就是改变系统参数 #，

得其随着 !!& 减小的各个电路实验相图如图 !& 所

示 +与图 , 相比，两者相一致 +
（"）令 !( # !$ %!，!!& # ’$ %!，改变 !"

图 !* !( 取不同值时的电路实验相图（-）!( # .$ %!（!/0123，)/0123）；（4）!( # *(5!’" %!（$5)/0123，$5*/0123）；

（6）!( # )$ %!（$5*/0123，!/0123）

图 !& !!&取不同值时电路实验的相图（-）!!& # !&5&(%!（!/0123，)/0123）；（4）!!& # !!5!!%!（!/0123，)/0123）；（6）!!& # ,5*)".%!
（!/0123，)/0123）；（1）!!& # *%!（!/0123，)/0123）

根据（)!）式知，改变 !" 就是改变系统参数 $，

得其随着 !" 增加的各个电路实验相图如图 !( 所

示 +与图 !) 相比，两者相一致 +

’ 5 讨论与结论

仔细研究了 728 混沌动力学的基本动力学行

为，确定了 728 混沌系统的霍普夫分岔点和叉式分

岔点，重点分析了系统参数对整个混沌系统的影响，

给出了混沌系统关于随系统参数变化的李雅普诺夫

指数谱、分岔图等 +据此得出系统参数在某一区间内

的 728 混沌系统状态 +最后根据 728 混沌系统的数学

模型设计具体的实际的电子电路，给出各种参数值

的电路实验相图 +得出结论如下：

（!）728 混沌系统在 " # $，出现叉式分岔 +
（)）728 混沌系统在 " #（ $ 9 #）0)，出现霍普夫

分岔 +
（"）728 混沌系统当 $，# 不变，" 改变时，随着

" 的增大，系统从稳定状态变为混沌状态，且系统的

混沌性增强 +
（’）728 混沌系统当 "，# 不变，$ 改变时，随着 $

的增大，周期状态和混沌状态交替出现 +
（*）728 混沌系统当 $，" 不变，# 改变时，随着 #

的增大，系统则出现混沌、周期和拟周期三种状态 +
（&）728 混沌系统电子电路实验相图与数值仿真

相图保持一致，证明了该设计电路的正确性，同时也

证明了 728 混沌系统的存在性以及 728 混沌系统随

系统参数变化后的各种状态的存在性 +
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图 !" !# 取不同值时的电路实验相图（$）!# % & ’!（!()*+,，!()*+,）；（-）!# % . ’!（!()*+,，&()*+,）；（/）!# % !"

’!（!()*+,，&()*+,）；（*）!# % &0 ’!（!()*+,，&()*+,）；（1）!# % 23 ’!（!()*+,，&()*+,）

［!］ 456178 9 : !;<# " #$%&’ = ()* = !" !#0
［&］ >$7? 4 @，@A$5 > 4 &003 #)$+ ,-.’ = (*/ = #$ 20#.（+7 BA+71C1）

［王林泽、赵文礼 &003 物理学报 #$ 20#.］

［#］ DE 4 F，G$7? H B &003 #)$+ ,-.’ = (*/ = #$ 20!&（+7 BA+71C1）

［于灵慧、房建成 &003 物理学报 #$ 20!&］

［2］ >E H I，>E @ J，4+7 K L 0$ +1 &003 #)$+ ,-.’ = (*/ = #$ 2!<;
（+7 BA+71C1）［吴加贵、吴正茂、林晓东等 &003 物理学报 #$

2!<;］

［3］ BA17 I M，N1O$ P !;;; 2/$ " = 3*456)+$*%/ +/7 8-+%’ = % !2<3
［<］ 4Q H F，BA17 I M &00& 2/$ = " = 3*456)+$*%/ +/7 8-+%’ = &! <3;

［"］ 4Q H F，BA17 I M，@A$7? R &00& 2/$ = " %4 3*456)+$*%/ +/7 8-+%’ =

&! &;!"
［.］ 4+E > S，BA17 I M &00# 2/$ = " = 3*456)+$*%/ +/7 8-+%’ = &’ &<!
［;］ T+ I D，BA17 I M，LE R @ 0$ +1 &003 ,-.’*)+1 U ’#! &;3
［!0］ 4+E B K，4+E P，4+E V 0$ +1 &002 8-+%’，(%1*$*%/’ +/7 96+)$+1’ !!

!0#!
［!!］ F$CC$6* S L，V$8$6+75WW : L，>$7 D F !;.! :-0%6. +/7

+;;1*)+$*%/’ %4 <%;4 3*456)+$*%/ （ 457*57：B$X-6+*?1 N7+,16C+OY

Z61CC）[!2
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