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通过在 )*+,-./ 01231/+ 软件中建立一些与目标形状相似的初始形状，经长时间演化后，得到了实验上已经观察

到的具有 !&" 和!4" 对称性的海星形生物膜泡 5通过跟踪不同形状膜泡的 6/778-9 矩阵的本征值，确定了双凹圆盘与

海星形及哑铃形之间的相变是不连续的，其间所经历的三角扁盘及椭圆扁盘形中间相在 ): 模型中通常是不稳

定的 5
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# E 引 言

由各向同性材料形成的肥皂泡之类的膜泡一般

都是圆球形的 5另一方面，静止的人类成熟红细胞却

呈现双凹圆盘形 5 为了揭示这些形状的形成原因，

:-9A->提出了生物膜的曲率能模型［#］5 该模型中，

膜泡单位面积上的能量正比于（&#&），其中 # 为曲

面的平均曲率 5考虑到膜两边环境的对称性因素对

膜泡的影响，6/3,+8.A 又在此基础上提出了自发曲率

（):）模型［&］，在此模型中，平衡形状的膜泡由其自由

能的最小值决定，其能量为

$ F #
& %&"（’# G ’& H ’$）& D(

G!)"D* G!"D(， （#）

此处的 D( 和 D* 分别为曲面的面积元和体积元，%&
为弹性模量，’# 和 ’& 为曲面的两个主曲率，’$ 是

描述膜泡周围环境的不对称性所引起的自发曲率 5
拉格朗日乘子!) 和!分别对应于体积和面积约

束 5其中!) 可理解为膜泡内外的渗透压，而!可解

释为曲面强度系数 5
通过对方程（#）作变分，要求能量的一阶变分

"（#）$ F $，欧阳和 6/3,+8.A 得到了下面平衡形状的普

适方程［4］

!) H &!# G %&（&# H ’$）

I（&#& H &+ H ’$ #）G &%&
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此处的

!

&为曲面拉普拉斯算子，# F（’# G ’&）J& 为

6/3,+8.A 对曲面平均曲率的定义（注：欧阳在文献［4］

中的取法为 # F H（’# G ’&）J&，这样会导致（&）式

中的 ’$ 与文献［4］中的 ’$ 相差一个负号），+ F
’# ’& 为曲面高斯曲率 5此后，人们希望通过找到该

方程的解而获得膜泡的形状 5但是方程（&）是一个高

阶非线性偏微分方程，要得到其通解非常困难，至

今为止，只有张和欧阳对柱面型通解进行了讨论［;］5
其他的一些特解为欧阳等人给出，包括克利福德锚

环解［’］、红血球解［%］以及改进的德朗尼曲面解［"］5
为了标度不同形状膜泡的能量，我们使用约化

量来进行计算 5通常用膜泡面积 ( 来定义约化半径

,$ F (J;# "，此 时，约 化 体 积 可 表 示 为 - F
*J（;J4）",4

$，其中的 * 为膜泡体积 5同时可得到约化

自发曲率 &$ F ’$ ,$ 5由此，方程（&）的解将由 - 和&$
两个量决定 5对于轴对称的情况，)/8,/+C 等人利用打

靶法数值求解了与方程（&）等价的拉格朗日方程组

并给出了球形和环形拓扑的相图［(，K］5虽然人们至今

没能找到非轴对称的精确解，然而实验上却发现了
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许多非旋转对称的稳定膜泡［!"—!#］$为了进一步解释

这些复杂的膜泡形状，人们又提出了一些其他的模

型，包括面积差弹性（%&’）模型［!(］ 和与 )* 模型有

相同形状方程的双层耦合（+*）模型［!,］$ 近年来，欧

阳 小 组 利 用 功 能 强 大 的 曲 面 模 拟 软 件 )-./012
’34532.［!6］，得到了一些非轴对称的膜泡［!7—!8］，此外，

杜强等人的数值计算也获得了很丰富的图形［!9］$ 但

是以上这些数值求解的文章存在以下缺点：!）打靶

法给出的只是轴对称形式的解及其基态相图，对于

非轴对称形式却无能为力；#）所有的数值解都是只

满足!（!）! : "，然而稳定性还要求膜泡能量的二阶

变分!（#）! ; "；(）没能表明不同形状之间相变的途

径及其所经历的中间相 $ 我们的计算在一定程度上

克服了前文的缺点，首次对 )-./012 ’34532.获得的形

状进行了稳定性分析，并确定了两种不连续的相变

及其对应的两种不稳定的中间相 $

# $软件的介绍及模型的建立

)-./012 ’34532. 是美国 <=>32.?>@A 4/ B>==2?4@0 国

家科学和几何结构计算与可视化研究中心 +.0CC2
教授开发的一个有限元模拟软件 $它通过对初始模

型进行三角剖分来获得曲面的参数，如：面积、体积、

平均曲率 " 等 $ 用于计算在曲面曲率能，液体表面

能等能量作用下曲面或液体表面的平衡形态 $ 在

)-./012 ’34532. 中，曲面的能量包括了表面张力能、

重力势能、曲率能等 $与 )* 模型中的能量函数相比

较，我们得到在该软件中膜泡的能量函数可表示为

! : #!!（" D ""）# E$ F"!E$ D %!E&，（(）

其中 #! 为曲率能的权重，平均曲率" :（’! F ’!）G#$
为了与 )* 模型一致，此处 #! : #()，% : D!%，""

: ’" G# $在我们的计算中，取 () : !$
该软 件 的 一 个 特 点 是 它 能 计 算 膜 泡 能 量 的

H2??>0= 矩阵，该矩阵是膜泡能量的二阶导数［#"］$ 并

且，H2??>0= 矩阵的每一个本征值代表膜泡在构型空

间中的一种变形模式，可以通过给定某个本征值一

定的步 长 改 变 来 观 察 这 种 变 形 模 式 $ 显 然，只 有

H2??>0= 矩阵正定的膜泡才可能是稳定的 $ 计算表

明，H2??>0= 矩阵有时会出现接近于零的、对应着旋

转或平移的本征值，这样的变形模式不会引起膜泡

能量的改变，我们称之为平庸本征值 $ 如果出现非

平庸的而且接近于零的本征值，那么这就可能是个

不稳定点，在这种情况下，我们给定这些接近于零的

本征值一定的步长改变，这相当于给膜泡加上了一

个扰动，接着让膜泡长时间演化，如果它能变回原来

的形状，那么该点就应该是个稳定点，反之则是个不

稳定点 $ 实践表明，H2??>0= 矩阵是分析膜泡稳定性

的有效方法 $另外，要判定某种形状是否稳定，也可

以直接使用该软件中的 H2??>0=D ?22C 命令［#"］，但是

该命令引入的扰动较大，从而不能获得一些有趣的

中间相，因此我们一般不使用 $
)-./012 ’34532. 中常用对顶点取平均和使三角

形等角化来获得光滑的曲面［#"］，例如命令｛I；-；

J6｝，其中｛I｝表示对顶点取平均，｛-｝表示使三角形

等角化，｛J6｝表示向着能量低的方向积分 6 次 $我们

的计算中，每使用一次｛I；-；J6｝命令称之为一步 $
显然，反复使用｛I；-；J6｝命令就可能获得较为稳定

的曲面 $为了迅速得到目标形状，我们建立如图 ! 中

的初始形状 $ 这些初始形状的参数是可以调整的，

（0）是一个双凹盘形，（K）类似于三爪海 星 形［!"］，

（1）类似于四爪海星形［!"］$

图 ! 初始形状，依次分别具有 *#+，*(+和 *,+对称性
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! "海星形膜泡

利用图 #（$）和（%）中的初始形状，逐次细分并

长时间演化，很容易到具有 !!" 和!&" 对称性的三爪

海星形和四爪海星形膜泡 "在固定面积和约化体积

的条件下，通过逐步调整约化曲率 #’，找到了与文

献［(］中约化平均曲率积分 $ )!%*& +’’ 相对应

的值 #’，如图 & 所示，其中每个形状都达到 #—& 万

图 & （,）具有 !!"对称性的三爪海星形，能量为 #!-.(，’’ ) /-&.，#’ ) &-’!，( ) ’-(，$ ) #-.0 1 /!，! )

’-&#2，) ) 3 ’-&0/；（$）具有 !&"对称性的四爪海星形，能量为 &!-#&，’’ ) !-/2，#’ ) #-4.，( ) ’-(，$ ) #-2!

1 /!，!) ’-!0.，) ) 3 ’-.(. " 这两种膜泡已被用一种改进的 567 模型讨论过［#’］；（%）8 字形，能量为

#4-!(，’’ ) /-&(，#’ ) &-’!，( ) ’-/(，$ ) #-2# 1 /!，!) ’-!&，) ) 3 ’-/& "这种类型的膜泡已被实验上观察

到［#&］

个面，演化次数不低于 #’ 万步 "
我们利用 9:;;<,= 矩阵分析了这三种膜泡的稳

定性，发现它们都是稳定的 " 在固定 #’ ) &-’! 的条

件下，通过逐步改变图 &（,）的约化体积 ( 发现，当

("’-(/时，!!"对称性的海星形将出现负的本征值，

长时 间 演 化 后 会 不 连 续 地 变 成 能 量 较 低 的 哑 铃

形［2］；而当 (#’-/( 时，也会出现负的本征值，长时

间演化后它会不连续地变成能量较低的 8 字形 "同
样，我们改用图 &（%），当 ( 逐渐增大到 ’-/2 时，8 字

形会逐渐变成 !!" 对称性的海星形 " 在 ’-/(# (#
’-/2 时，同一个点上的 8 字形的能量低于 !!" 对称

性的海星形的能量，要判断前者是否是从后者中分

叉出来的需要较大的计算量，我们现在正在讨论 "
图 & 中的三种海星形，可以确定它们是普适形

状方程（&）的三支不同的稳定解 "但是通过选取大量

的点计算表明，其能量始终高于同一个点上轴对称

形状的能量，因此它们始终是以亚稳态形式存在的 "
图 ! 和 / 分别给出了 ( ) ’-(! 时，三种不同形状的

$ 值和能量与 #’ 的变化曲线，此时已不存在稳定的

8 字形和四爪海星形，并且 !!" 对称性的海星形在

#’# 3 ’-# 时会不连续的变为双凹圆盘形，而双凹圆

盘形在 #’"#-/ 时会不连续的变为 !!" 对称性的海

星形（见后文）"从图 ! 看出，>? 模型中存在一个 $

的取值区间，此区间内没有任何稳定的形状存在 "显
然这些形状之间的相变是不可能连续的 "从图 / 看

出，!!"对称性的海星的能量始终高于同一个点上

轴对称形状的能量 "

图 ! ( ) ’"(! 时，三种不同形状 $+/!的值与 #’ 的变化曲线

/ "三角扁盘及椭圆扁盘的不稳定性

利用图 #（,）作为初始形状，逐次细分并演化，

很容易得到图 (（,）中的双凹圆盘形 "固定该所得形

状的体积和面积，逐步增大 #’ 并长时间演化，当

’0(( 物 理 学 报 (( 卷



图 ! ! " #$%& 时，三种不同形状的能量与 "# 的变化曲线

"#!’(!时，其 )*++,-. 矩阵会出现负的本征值 $ 表 ’
给出了图 %（/）的 )*++,-. 矩阵的前 0 个较小的本征

值的大小及其对应的变形模式，其中两个负的本征

值都对应着向三角扁盘变形的模式 $另外，还包括三

个平移和两个旋转的本征值，像这样的 % 个平庸本

征值会总是出现双凹圆盘形的本征值中 $从表 ’ 看

出，双凹圆盘存在三角扁盘和椭圆扁盘两种非平庸

的变形模式，该模式很可能是双凹圆盘在一定的热

涨落下发生形变的方向 $给定负本征值一个步长为

#(1 的改变，经过一段时间的演化后，得到图 %（2）中

的三角扁盘形，该形状是不稳定的，再经过一个较长

时间的演化，它会变成能量比它低的 #&$ 对称性的

海星形（如果使用 3*++,-.4 +**5 命令，该过程会非常

迅速），如图 %（6）$利用图 %（6）中的海星形，固定其

体积，逐步减小 "# 并长时间演化，当 "#" 4 #(’ 时，

其又会不连续地变成双凹圆盘形 $对于其他的体积

下，我们也做了大量的计算，其结论是：三角扁盘通

常是不稳定的，其要么变为双凹圆盘，要么变为海星

形 $因此，双凹圆盘与海星形之间的相变是不连续

的，其间很难存在稳定的三角扁盘形中间相 $在文献

［’’］中，曾用并不是普实方程（1）解的 7-++,., 函数

来获得三角扁盘形形状，其结果显然是不可靠的 $

图 % （-）双凹圆盘形，能量为 &#(8#，%# " ’，"# " ’(&，! " #(%&，& " ’(#! 9 !!，!" &(08，’ " 4 ’8(:8；（/）不稳定的双凹圆盘形，"# " ’(!，! "

#(%&；（2）不稳定的三角扁盘形；（6）#&$对称性的海星形，能量为 11(08，%# " ’，"# " ’(!，! " #(%&，& " ’(%: 9 !!，!" !(%，’ " 4 1’(%;

表 ’ 本征值及其对应的变形模式

本征值 对应的变形模式

4 ’(’;!#0’##!&:;; 三角扁盘

4 ’(’;&0;!0%#!8&’ 三角扁盘

#(&::8#;###&188 平移

#(:8%%:1#%&0#18 旋转

#(:8%%:1#%&0’1; 旋转

#(0&01’8&:’;%!# 平移

#(0&01’8&:’0#’% 平移

!(’’8&;%8’1;’&& 椭圆扁盘

!(’’8&;%8’10#’1 椭圆扁盘

利用图 ’（-）作为初始形状，细分两次后长时间

演化，在固定面积、体积和 "# 的条件下很容易得到

图 8（-）中的椭圆扁盘形形状 $ 在相当大的区域里，

这种形状都将出现 $如果把图 8（-）再次细分后演化

一定时间，其会变成图 8（/）中的双凹圆盘形 $但是，

若不细分图 8（-），无论演化多长时间，它都会停留

在椭圆扁盘上 $我们认为这种现象是由于软件内部

的激发能引起的 $我们知道，为了得到较为光滑的曲

面，就不得不使用｛<｝和｛=｝命令，实践表明，这两个

命令会使曲面的能量略微升高，其升高量我们称之

为激发能 $该激发能的大小与许多因素有关，一般情

况下，剖分越细，激发能越小 $ 因此，反复使用｛<｝、

｛=｝和｛>｝命令所得到的曲面将会是激发能与积分下

降能量相互竞争的结果，两者相消时，曲面形状将不
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会变化 !大量的计算表明，在同一个点上，椭圆扁盘

的能量略高于双凹圆盘的能量，因此，在较粗的剖分

下，激发能会使双凹圆盘变成椭圆扁盘 ! 细分以后，

激发能降低，长时间演化后其又会回到双凹圆盘 !图
" 给出了 ! # $%&’ 时相同剖分面数条件下两种形状

的能量与 "$ 的变化曲线，其中椭圆扁盘的能量始终

图 & （(）不稳定的椭圆扁盘形，#$ # )，"$ # $ !*，! # $!&’；（+）双凹圆盘形，能量为 ,$!-*，#$ # )，"$ # $ !*，! # $!&’，$ # )!$. / .!，!# .!,-，%

# 0 )1!"&；（2）不稳定的双凹圆扁盘形，#$ # )，"$ # )，! # $! &’；（3）不稳定的椭圆扁盘形；（4）哑铃形，能量为 ’)! ,,，#$ # )，"$ # )，! # $! &’，

$ # )!," / .!，!# .!**，% # 0 )*!1. !

图 " ! # $!&’ 时两种膜泡的能量与 "$ 的变化曲线

处于双凹圆盘上方，两者相差很小 !
利用图 &（+）中的双凹圆盘形，固定其体积，逐

步增大 "$ 并长时间演化，当 "$!) 时，其 54667(8 矩

阵会出现负的本征值 !表 ’ 给出了图 &（2）的 54667(8
矩阵的前 - 个比较小的本征值的大小及其对应的变

形模式 !同样给定负本征值一个步长为 $%’ 的改变，

经过一段时间的演化后，得到图 &（3）中的椭圆扁盘

形，该形状是不稳定的，再经过一个较长时间的演

化，它 会 变 成 能 量 比 它 低 的 哑 铃 形（ 如 果 使 用

94667(80 644: 命令，该过程会非常迅速），如图 &（4）!
若用图 &（4）中的哑铃形，固定其体积，逐步减小 "$
并长时间演化，一直到胃形胞的区域里［*］，它都是稳

定的 !对于其他的体积下，我们也做了大量的计算，

其结论是：椭圆扁盘通常是不稳定的，其要么变为双

凹圆盘，要么变为哑铃形 ! 因此，双凹圆盘与哑铃形

之间的相变是不连续的，其间很难存在稳定的椭圆

扁盘形中间相 !

表 ’ 本征值及其对应的变形模式

本征值 对应的变形模式

0 $%1*,1$,’*"11’$ 椭圆扁盘

0 $%1*,1$,’*".--) 椭圆扁盘

$%’.&,$&-&1)-)- 平移

$%1’--1,".""1$1 旋转

$%1’--1,"."*.,’ 旋转

$%1".1)*"-1"’$- 平移

$%1".1)*"-1""-" 平移

,%$’1*,$$’’1.&’ 三角扁盘

,%$’&$’’"*-,,)1 三角扁盘

图 * ! # $!&’ 时双凹圆盘的 $;.!值与 "$ 的变化曲线
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对于稳定的双凹圆盘形，计算表明，其 ! 值始

终集中在 !"#$ % $!左右 &图 ’ 给出了 " ( #")* 时 !
与 ## 的变化曲线，当 " 取其他值时也有类似结果 &
图 ’ 中，当 ## + , #"-，双凹圆盘形会出现负的本征

值，长时间演化后会不连续地变为胃形胞 &

- " 结 论

（!）同一个点上，轴对称形状的能量始终低于非

轴对称形状的能量，比如图 * 中的三种海星形形状，

其能量都高于相同点上的哑铃形状 &在球形拓扑下，

我们目前所获得的几种非轴对称的稳定形状在./

模型下都是以亚稳态形式存在的 &
（*）利用 0122345 矩阵对膜泡进行稳定性分析是

获得稳定膜泡的有效方法 &可以通过跟踪 0122345 矩

阵的本征值及其对应的变形模式，从而确定膜泡相

变的途径 &我们的计算表明，三角扁盘和椭圆扁盘很

可能是满足方程（*）的解，但并不是稳定解，并且，

./ 模型中的大部分相变都是不连续的 &
（6）不同形状应该有其对应的稳定区间，因此，

就应该有稳定形状的相图 &该相图与文献［’，7］中利

用比较能量高低获得的基态相图有一定的差别 &我
们现在正在通过跟踪不同形状的本征值来获得稳定

形状的相图，这显然需要较大的计算量 &

［!］ /45048 9 : !7;# $ & %&’() & *+(, & !" )!
［*］ <1=>?3@0 A !7;6 - & ./01)2()3#& & / !# )76
［6］ BCDE45F G /，<1=>?3@0 A !7’; 4&53 & 6’" & 7’00 & $% *$’)
［$］ G045F . H，BCDE45F G / !77) 4&53 & 6’" & I $& $*#)
［-］ BCDE45F G / !77# 4&53 & 6’" & J ’( $-!;
［)］ K43LM <，BNCO4 P，BCDE45F G / !776 4&53 & 6’" & I ’# *6#$
［;］ K43LM <，BNCO4 P，BCDE45F G / !77- 4&53 & 6’" & 7’00 & )’ $6$-
［’］ .13>1?L Q，:1?5O= R，S3TMU2NV W !77! 4&53 & 6’" & J ’’ !!’*
［7］ XY=3@01? Z，.13>1?L Q，S3TMU2NV W !776 $ & 8&53 & 99 :)/;#’ & !)’!
［!#］ A35L[ A，\]^1?1351? < H，.13>1?L Q !77) <1)(8&53 & 7’00 & && $#$
［!!］ .1N38C?4 _，<ML453 < !77! $ & 0&’() & *+(, & (’% 6*)
［!*］ <ML453 < !7’$ $ & =(, & *+(, & ()# !!$
［!6］ P34M S，.13>1?L Q，AM?L32 P，\]^1?1351? < H !77$ 4&53 & 6’" & I

’% -6’7
［!$］ .‘1L354 .，G1N2 : !7’7 <1) & *+(8&53 & $ & () !#!
［!-］ 该软 件 的 免 费 下 载 网 址 为 0LLT：aaUUU& 2C2bC& 1OCa>4@2L4>>a^a

^?4NN1a
［!)］ E45 X，S3C c <，S3C X d，BCDE45F G / !77’ 4&53 & 6’" & I $#

$;6#
［!;］ G0MC X X，G045F E，G0MC d，BCDE45F G / *##! 9; & $ & =(> &

4&53 & : ($ *7;;
［!’］ G045F E，G0MC d，G0MC X X，BCDE45F G / *##* 9; & $ & =(> &

4&53 & : (" -!!
［!7］ \C c，S3C /，A45F d c *##) $ & ?(!810 4&53 & !(! ;-;
［*#］ 有关该软件的详细说明请参见 .C?>4@1 I‘M=‘1? 的说明文档

0LLT：aaUUU& 2C2bC& 1OCa>4@2L4>>a^a^?4NN1a
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