
!"#$%&’’ 系统的局部能量积分!

郑世旺!）" 贾利群#）

!）（商丘师范学院物理与信息工程系，商丘 $%&’’’）

#）（江南大学理学院，无锡 #!$!##）

（#’’& 年 ( 月 !& 日收到；#’’& 年 $ 月 !) 日收到修改稿）

研究 *+,-./00 系统的局部能量积分，给出这类积分成立的条件，举例说明了结果的应用 1
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!国家自然科学基金（批准号：!’)%#’#!）资助的课题 1

" 2345+6：.+3789: 8+;51 </4

! = 引 言

!>#% 年 *+,-./00 给出一类新型微分方程［!］1 !>%?
年 @5;A+66+ 将其推广并建议命名为 *+,-./00 方程，指

出 *+,-./00 方程是 B54+6A/; 方程经历非正则变换得

到的，并指出它在强子物理、统计力学、空间力学、工

程、生物物理中都有重要应用［#］1梅凤翔将约束力学

纳入 *+,-./00 力学，并研究了 *+,-./00 力学的稳定性

和对称性，发展了 *+,-./00 力学的基本理论［(—)］1 文

献［&—>］引入相对论性 C0500 作用量，将 *+,-./00 力

学推广到高速运动和高速转动的相对论领域 1最近，

关于 *+,-./00 系统的积分取得了一些有意义的成

果［!’—!>］1本文研究 *+,-./00 系统的一类新积分，称为

局部能量积分，给出了其存在的条件，证明了在特殊

情况下它将成为能量积分 1

# = *+,-./00 方程及其积分

*+,-./00 方程的一般形式为［#—$］
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称为 *+,-./00 函数组，而
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称为 *+,-./00 张量 1设系统非奇异，即
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则由（!）式可解出所有 !·"，有
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*+,-./00 方程有两类经典积分：

!）对自治形式的 *+,-./00 方程，即
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则 *+,-./00 函数是系统的积分［!(］
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#）如果满足条件［!(］
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则 *+,-./00 方程有积分
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因为 *+,-./00 函数 " 通常有能量意义，故称积

分（&）为能量积分 1因为（%）式表明 !! 不出现于函数

" 和 ## 中，故称积分（?）为循环积分 1

( = 一类新的积分

下面导出一类新的积分 1
将方程（!）两端乘以 !·" 并对"求和，得到
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将函数 " 分成两部分

第 )) 卷 第 !! 期 #’’& 年 !! 月

!’’’3(#>’I#’’&I))（!!）I))>’3’$
物 理 学 报
JKLJ CBM@NKJ @NONKJ

P/61))，O/1!!，O/QG4RG,，#’’&
"

###############################################################
#’’& K.+;1 C.S81 @/<1



! ! !" # !$ % （"&）

’()*+,-. 系 统 是 /*012-33 系 统 的 特 例，在

’()*+,-. 系统中，可设 !" ! "，!$ ! #，/*012-33 函数

! ! $ ! " # #，其中 "，#，$ 分别为系统的动能、势

能和机械能 %
将（"&）式代入（4）式，得
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5!"

5 ’ 6!
!"

!’ # !
!$

!%!
#!

&!
!( )’ %·! ! &， （"7）

则

5!"

5 ’ ! !
!"

!’ 6 !
!$

!%!
#!

&!
!( )’ %·!， （"8）

于是有

命题 对 /*012-33 方程，如果满足条件
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则有积分
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积分（"<）可称为局部能量积分，因为它表示 /*012-33
函数中的一部分是积分 %

如果 !"，!$，&! 满足
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则（<）式给出系统的能量积分

( ! !" # !$ ! :-.;, % （">）

在动力学系统中，若机械能守恒，但其中的局

部能量动能或势能不一定守恒，反之，在机械能不守

恒的情况下，其中的局部能量动能或势能却可能是

守恒的，故研究 /*012-33 系统的局部能量积分有重要

意义 %

8 ? 算 例

例 ! < 阶 /*012-33 系统为
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由以上条件可计算出 /*012-33 张量和 /*012-33 逆变张

量分别为
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代入（8）式可求出

%·" ! %8，%·$ ! %9，%·7 ! %<，

%·8 ! 6 %"，%·9 ! 6 %$，%·< ! 6 " % （$$）

由 !"，!$，&! 并利用（$$）式，容易验证（"9）式成立，

于是命题给出积分
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可以看出 !"，!$，&! 还满足（"=）式，故系统还有能

量积分
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例 " 8 阶 /*012-33 系统为
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代入（!）式可解出

!·" # $ !"

" ，!·% # &，!·’ # !’，!·! # $ !! (（%)）

可验证（"*）式满足，命题给出积分

# # $" # !’ !! # +,-./， （%0）

可以看出 $"，$%，%! 不满足（"1）式，故函数 $ 不是

能量积分 (

* 2 结 论

本文研究了 34567,88 系统的局部能量积分，给出

了其存在的条件 (对某些 34567,88 系统，不一定有能

量积分，但可以有局部能量积分，如上述例 % ( 故本

文丰富了 34567,88 系统的积分理论 (

［"］ 34567,88 9 : "0%1 &’(!)*+!, -’."/).（ ;5,<4=>-+> ?@：ABC D,EE>F>
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W>+7-,E,FX ;5>..）（4- D74->.>）［梅凤翔、史荣昌、张永发、朱海

平 "001 约束力学系统的运动稳定性（北京：北京理工大学出

版社）］
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学报 ’( %%)0］
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