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利用体积算符所含抓三元组对自旋网任意价顶角中圈线作用的反称化和双元恒等式，证明了这种作用均为本

征作用，本征值为 * #+用代数方法给出了对任意价顶角求体积算符本征值的系统程式，得到了普遍情况下的 %，$，(
和 )顶角体积本征值的具体代数表式 +
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! < 引 言

在自旋网表象量子引力中，利用重耦理论，将毗

邻顶点的外腿人为封闭，引入图形不变量，可求得体

积算符的系列本征值 +但这种封闭，并不能反映出顶
角中圈线的原始真实走向，而且得到的体积本征值

与面积本征值间缺乏相容性［!］+用抓在顶角外腿间
移动的方法，亦可探求体积算符的本征值 +但此法得
到的对应于同一顶角上被抓住的不同 %个外腿而得
的重耦矩阵并不同，并非最多只差一负号［!］+而且用
上述两种方法得到的 %顶角贡献的体积本征值恒为
零 +这与任意高于 %价的顶角均可用 %顶角展开之
间，缺少联系 +而且 %顶角是自旋网的基本顶角，它
应当对体积本征值有贡献［#］+
与前面两种方法不同，本文采用 =>3?87> 指出

的，用空间 %流形中体积算符所含的 %个抓在腿中
的圈线上的作用，从根本上实现了体积算符对任意

价顶角的真实抓作用分析与计算，并将此思路一直

贯彻至得到最后结果 +但这与只计算了 %顶角体积
本征值两种线型贡献的文献［#］等不同，本文计算了
任意顶角的全部三种线型的贡献，而且抓与圈线的

合成将采用反称化［%］+同时，找到了 %流形中抓作用
下的圈合成中和本征作用的平面图形计算中，双元

恒等式的正确使用 +用这种方法本文将证明，对任意

价顶角，在抓的作用对所有圈线施加之后，顶角的所

有圈线走向仍保持不变 +即抓的三元组对所有圈线
的作用均为本征作用，而且所有本征值均为 * #+从
而彻底证明了自旋网是体积算符的本征态 +同时，通
过如实的分析，计算了过顶角的所有可能走向圈线

对抓法数的贡献，求得了 %顶角、$顶角、(顶角和 )
顶角的体积算符本征值的代数表式，以及求任意价

顶角体积本征值的程式 +

# < 抓三元组对网结中圈线的本征作用
和本征值

将时空做 % @ !分解［$］，其中的空间 %流形!中
的自旋网记为 ! +将 ! 在使通过其结点的圈线的环
绕状况不受抹糊下画到 #维纸面上 + ! 的结点将是
画出的图中的网结 +而 %流形!中的 ! 的腿画到 #
维平面上后出现的跨交，则是假交点（并不当做真交

处理）+一般的自旋网结点放大后，由图 !给出 +图中
通过网结的线，均为 A12783 圈（线），它们在网结中
并无交点（即某些圈线并不存在），为了计算时考虑

各种可能，才有了它们的相交 +这些 A12783圈，利用
规范群的表示，在该点形成了“缠结”+本文研究的网
结中的这些圈线可保留着 % 流形!中的自旋网的
原始信息，在本文的体积算符的作用机理下，这些圈

线将被证明是最终保持不变的 +当考虑高价顶角的
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!顶角展开时，每一展开均对应这样一个图 "

图 # 网结中通过的圈线

!"#" $顶角

体积算符对 # 和 $ 顶角作用的本征值为零 " !
顶角的网结结构如图 $所示 "

图 $ !顶角的网结结构

这里用 ! 表示毗邻顶点的腿的颜色数，用 "#$表
示贯通腿 #，$ 的圈线次数，从而有 "#$ % "$# "这里，

!# % "#$ & "#!，!$ % "$# & "$!，!! % "!$ & "!# "其他记号
使用见文献［!］" !顶角的 !支腿中被体积算符抓三
元组抓住的圈线在网结中的走向（即线型）分为!，

"，#型（图 !）"
体积算符中抓三元组中的各个抓，必须在与顶

点毗连的不同腿上分别施行抓作用 "由于抓作用是
在顶点附近的一微小“邻域”内进行，从而若抓作用

为本征作用，其本征图式计算应保持腿中圈线远离

顶点时不受抓作用影响 "经计算知［!］，抓三元组对毗
邻 !顶角的腿中圈线的（!），（#）型作用可归结为
（’）型图（图 (（’）），而（"）型作用归结为（)）型图
（图 (（)））"从而抓作用及其计算只需在（’），（)）中

虚线的左侧完成 "下面将证明（’），（)）型作用均为
本征作用，且本征值均为 * $"
本文的抓作用定义为反称化

以（’）型为例，有

（#）式给出的是已划在平面上的图（+,-./），用双元
恒等式化简时，应采用 012,341的其附加（ * #）因子
的形式

5 % ! &（* #）"
#

"

将上式代入（#）式，得

从而可知，抓的（’）型作用为本征值为 * $的本
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征作用 !（"）型的本征值为 # $ 的本征作用，可类似
地证明 !

图 % %顶角圈线的线型

图 & （’）三个抓抓在不同腿中的不同圈线上；（"）有两个抓抓

在不同腿中的同一条圈线上

!"!" !（ # $）顶角

抓对 !（ ( %）顶角圈线的本征作用（ ! ) % 时也
适用），由于体积算符中的抓三元组必须抓在 %个不
同腿中的圈线上，而被抓的 %个腿之间的相对位置
不同，将出现（! # ! # !），（! # !，!）和（!，!，!）共 %
种被抓腿的类型（即腿型）!每种腿型中存在着不同
线型 !对于 %和 &顶角，抓作用只存在（! # ! # !）一
种腿型 !对大于 %价的顶角，除需考虑贯通相邻腿的
圈线外，本文为了用代数方式得到概括各种具体抓

作用情况的算式，将考虑所有其他可能“隔腿”贯通

网结（对穿）的圈线 !随着顶角阶数的增加，这种圈线
数目也随之增加 !对于任何 !（ ( %）价顶角，为了求
得体积算符中抓三元组的作用为本征作用，必须将

所有可能的不同抓法均考虑到，即考虑到被施加抓

作用的 %条腿的所有腿型和腿中被抓住的圈线的所
有线型 !必须证明在所有可能的腿型和线型下，抓作
用均为本征作用 !为此，不失普遍性，本文将给出由

图 *表示的抓作用 !

图 * 抓作用图

与 %顶角类似，抓三元组在 %支腿中分别抓住
的 %条线可能是通过网结的 %条不同圈线，也可能
是有两个抓在两支不同腿上抓住通过网结的同一圈

线，对任意价顶角，也只有此两种可能 !从而，以图 *
中的 &价顶角为例（对于任何大于等于 %价的顶角
均成立），体积算符中抓的三元组对所有腿型中所有

圈线的可能引起其走向改变的作用，归根结底也只

得到（’）与（"）型两类 !抛开与抓作用无关的腿与圈
线（因它们未被改变），同样的证明知，该两种作用均

为本征值为 # $的本征作用 !
由本节内容知，体积算符中抓三元组对任意价

顶角的圈线作用均为本征作用，即所有被抓住的圈

线在被施加完毕抓对它的合成重组作用后，仍保持

被抓前的状态不变，出现的本征值均为 # $（这是本
文得到的新结果）!

% !抓三元组对顶角抓法数的计算

$"%" $顶角

抓三元组对 % 顶角的 % 支腿的抓作用仅为

（!），（"）和（#）%种线型，它们的抓法数分别为［$］

$ "+$ "$% "%+，$（ "+$ "$% , "$% "%+ , "%+ "+$）和 "+$（ "+$ # +）（ "$%
, "%+）, "$%（ "$% # +）（ "+$ , "%+）, "%+（ "%+ # +）（ "$% ,

"+$）!易知，这些线型的全部抓法数为 #+ #$ #%"$% !

$"!" &顶角

为而后计算需要，本文在 &顶角（以及高于 &价
的顶角）中将考虑所有可能对穿的圈线，见图 - !现
令抓三元组分别抓住腿 #+，#$ 和 #% !
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仍然可利用 !顶角情况下抓抓住不同圈线的三
种线型，分析体积算符中抓三元组对 "顶角中圈线
的抓法种类 #对于 " 顶角，一共将有（!$），（"$）和
（#$）三种线型（均以抓住通过邻腿的圈线情况为代
表），见图 % #

图 & 含对穿圈线的 "顶角

对于线型（!$），抓三元组抓住通过邻腿的圈线

的抓法数，经计算为 !’( !(! !!" ) !(! !!" !’" ) !’( !!" !’" )
!’( !(! !’" #而抓住含对穿圈线（至少有一个抓抓在对
穿线上）的抓法数为 !(" "’ "! ) !’!［ !’(（ !’" ) "!）)
!(!（ !!" ) "’）］#对于线型（"$），抓三元组抓住通过
邻腿的圈线的抓法数为 ( !’( !(! ) !’( !!" ) !(! !’" #而抓
住含对穿圈线的抓法数为 !’!（ !’( ) !(!）#对于线型
（#$），抓三元组抓住通过邻腿的圈线的抓法数为
!’( !(!（ !’( ) !(! * (）) !’" !(!（ !(! * ’）) !(! !’(（ !’( * ’）#
而抓住含对穿圈线的抓法数为 !(! !’!（ !(! * ’）) !’(
!’!（ !’( * ’）#现在已得到了抓三元组在腿型（! * ! *
!）中的（"’ * "( * "!）抓法中不同线型的圈线上的

抓法数 #将如上抓法（"’ * "( * "!）中三种线型的所

有抓法数分别求和，得到抓三元组抓住通过相邻腿

"’，"( 和 "! 中的圈线的抓法数为

!’( !!" !(! ) !’" !!" !(! ) !’( !!" !’" ) !’( !(! !’"
) !(’(（ !(! ) !!"）) !((!（ !’( ) !’"）" #（"），（!）

图 % "顶角圈线的线型

而抓住含有对穿圈线的抓法数为

!(" "’ "! ) !’!［ !’(（ !’" ) "!）) !(!（ !!" ) "’）］

) !’! !((! ) !’! !(’( " $（"）# （"）
对于 "顶角，抓作用的腿型只有（! * ! * !）一

种，这种被抓的腿型共包含 "种可能，即（"’ * "( *

"!），（"( * "! * "’），（"! * "" * "’），和（"" * "’ *

"(）#将（!）和（"）式分别做 !次 ’#(#!#"#’的指

标循环 #得到的抓法数与（!）和（"）式分别求和，将得
到全部抓法数 #从而，考虑了抓三元组作用的所有腿
型和线型贡献后，抓三元组抓住通过邻腿的圈线的

总抓法数为

"［ !!" !(!（ !’( ) !’"）) !’( !’"（ !!" ) !(!）］

) (（ !(’( !!" ) !((! !’" ) !’( !(!" ) !(! !(’"）

)（ !’( ) !!"）（ !((! ) !(’"）

)（ !(! ) !’"）（ !(’( ) !(!"）" #"， （+）
而抓住含有对穿圈线的总抓法数为

(（ !(" "’ "! ) !’! "( ""）

) !’!［（ !(! ) !!"）"’ )（ !’( ) !’"）"!］

) !("［（ !!" ) !’"）"( )（ !’( ) !(!）""］

)（ !’! ) !("）（ !(’( ) !((! ) !(!" ) !(’"）" $" # （&）
从而对于 "顶角，全部抓法数即为 %" , #" ) $" #

!"!" #顶角

+顶角中的圈线走向由图 - 给出 #抓三元组抓
在 +顶角的 !支腿上，共有（! * ! * !）和（! * !，!）
两种腿型 #
! .!.’. 腿型（! * ! * !）
对于腿型（! * ! * !）中的抓法（"’ * "( * "!），

它与 "顶角的相应抓法的不同在于，这里增加了由
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图 ! "顶角圈线走向圈

对穿线组 !#$，!%"和 !&"引入的新抓法数 ’现仍以三种
线型（!(），（"(）和（#(）为代表，分别进行计算 ’对
线型（!(），（"(），（#(），抓三元组抓住通过邻腿的
圈线的情况与 $顶角时的形式类似，只需将（&）式中
的线组 !#$换成 !#"即可 ’从而这种抓法数为

!#% !%& !&$ ) !#" !%& !&$ ) !#% !#" !&$
) !#% !#" !%& ) !%#%（ !%& ) !&$）

) !%%&（ !#% ) !#"）! "（"）’ （*）

图 + "顶角圈线的线型

对于线型（!(），（"(）和（#(）抓三元组抓住含
对穿圈线的计算，要将 $ 顶角时的对穿线组 !%$用

（ !%$与 !%"）代替，而 !#&在腿 ## 和 #& 中的部分分别

用（ !#&与 !#$）和（ !&#与 !&"）两组代替，见图 ! ’从而以

过腿 #% 的圈线类型展开抓法数计算，对于线型

（!(）有抓法数为
（ !%$ ) !%"）## #& ) !#%（ !#& ) !#$）#& ) !#% !#"（ !#& ) !&"）

) !&%（ !#& ) !&"）## ) !%& !&$（ !#& ) !#$）， （!）
对于线型（"(），有抓法数贡献为

（ !#& ) !#$）!%& )（ !#& ) !&"）!#%， （+）
对于线型（#(），有

（ !#& ) !&"）（
!#%
%
）% )（ !#& ) !#$）（

!%&
%
）% ’ （#,）

取（!），（+）和（#,）式之和，得抓法（## - #% - #&）下

抓住含有对穿线的抓法数为

（ !%$ ) !%"）## #& )（ !#& ) !#$）［ !#% #& ) !%&（ !&$ ) !%&）］

)（ !#& ) !&"）［ !%& ## ) !#%（ !#" ) !#%）］! $（"）’（##）
与 $顶角类似，腿型（" - " - "）下，将有 "种可

能形式存在 ’从而将（*）与（##）式分别做 $次 ##%#
&#$#"## 的指标循环，把所得诸结果分别与（*）
与（##）式相加，将分别得到 " 顶角腿型（" - " - "）

下（不含与含诸对穿线）两种情况的总抓法数 "" 和

$" 如下：

"" !（*）式 )（*）式做 $次

## %# &# $# "# #循环， （#%）
$" !（##）式 )（##）式做 $次

## %# &# $# "# #循环 ’ （#&）
通过（*）式与（##）式的逐次指标置换，分别求出结果
后再相加，可方便地得到最后结果 ’亦可求出（#%）与
（#&）式的一般表式，分别见附录 .与 /’
&0&0%0 腿型（" - "，"）
对于 "顶角，这种腿型将通过 "种形式实现，即

（## - #%，#$），（#% - #&，#"），（#& - #$，##），（#$ -
#"，#%）和（#" - ##，#&）’以（## - #%，#$）抓法为

例，其抓在过顶角圈线上的抓法数为 ## #% #$ ’通过
取指标循环，将另外 $种抓法贡献计入后，得到如上
腿型的 "种抓法抓在圈线上的总抓法数为

## #% #$ ) #% #& #" ) #& #$ ##

) #$ #" #% ) #" ## #& ! %"， （#$）
从而，"顶角的全部抓法数 &" 1 "" ) $" ) %" ’

!"#" $顶角

2顶角的所有可能圈线的走向由图 #, 给出 ’ 2
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顶角中，每支腿中通过的圈线最多为 ! 种 "不难得
知，!（ # $）顶角的腿中最多可有 ! % &种圈线通过 "
易知体积算符对 ’顶角及其以上顶角的作用将出现
三种腿型（! % ! % !），（! % !，!）和（!，!，!）"

图 &$ ’顶角圈线走向图

()*)&) 腿型（! % ! % !）
现取腿型（! % ! % !）中的抓法（"& % "+ % "(），

且与 !顶角中的相应抓法比较 "易知将增加由诸对
穿线组 #&!，#+’和 #(’带来的对圈线的抓法数的贡献 "
经计算知，抓三元组抓住通过邻腿的圈线的抓法数

为

#&+ #+( #(* , #&’ #+( #(* , #&+ #&’ #(* , #&+ #&’ #+(
#+&+（ #+( , #(*）, #++(（ #&+ , #&’）" $（’），（&!）

含对穿圈线的线型（!"）的抓法数为
（ #+* , #+! , #+’）"& "( , #&+（ #&( , #&* , #&!）"(

, #&+ #&’（ #&( , #(! , #(’）

, #+(（ #&( , #(! , #(’）"& , #+( #(*（ #&( , #&* , #&!）；
（&’）

线型（#"）的抓法数为
（ #&( , #&* , #&!）#+( ,（ #&( , #(! , #(’）#&+；（&-）
线型（$"）的抓法数为

（ #&( , #(! , #(’）#&+（ #&+ % &）

,（ #&( , #&* , #&!）#+(（ #+( % &）" （&.）
取（&’），（&-）和（&.）式之和，将得到该腿型下抓三元
组抓住含 ’顶角对穿圈线的抓法数为
（ #+* , #+! , #+’）"& "( ,（ #&( , #&*
, #&!）［ #&+ "( , #+(（ #+( , #(*）］

,（ #&( , #(! , #(’）［ #+( "& , #&+（ #&+ , #&’）］" %（’）"
（&/）

对于 ’顶角，腿型（! %! %!）有 ’种具体抓
法 "与前面类似，将（&!）和（&/）式分别做 !次 &#+#

(#*#!#’#& 的指标循环，把得到的结果分别与
（&!）和（&/）式相加，将分别得到体积算符对 ’ 顶角
该腿型作用下的不含与含诸对穿圈线的两种情况下

的总抓法数 $’ 和 %’ 如下：

$’ "（&!）式 ,（&!）式做 !次

&# +# (# *# !# ’# &循环，（+$）
%’ "（&/）式 ,（&/）式做 !次

&# +# (# *# !# ’# &循环 "（+&）
统一的一般公式见附录 0与 1"
()*)+) 腿型（! % !，!）
该腿型作用又分两种类型，分别以（ "& % "+，

"*）和（"& % "+，"!）为例计算之 "
关于对腿的抓法（ "& % "+，"*），其抓法数为

"& "+ "* "考虑指标（即腿的标号）所有循环的贡献
后，得到抓法数为

"& "+ "* , "+ "( "! , "( "* "’ , "* "! "&

, "! "’ "+ , "’ "& "( " &&
’ " （++）

对于抓法（"& % "+，"!），类似地可得对圈线的

抓法数为

"& "+ "! , "+ "( "’ , "( "* "& , "* "! "+

, "! "’ "( , "’ "& "* " &+
’ " （+(）

这里令总抓法数 &’ 2 &&
’ , &+

’ "
()*)() 腿型（!，!，!）
对于 ’顶角，这种腿型下，被抓三元组抓住了圈

线的腿的独立分布只有（"&，"(，"!）和（"+，"*，"’）

两种可能，故此种腿型对圈线抓法数的总贡献为

"& "( "! , "+ "* "’ " &’ " （+*）
从而可得全部抓法数为 ’’ 2 $’ , %’ , &’ , (’ "

!"#" 体积算符中抓三元组对 ! 顶角的抓法数

用上述程式，可进一步计算体积算符对高于 ’
价的顶角的抓法数 "从而，体积算符对（ !$&）顶角
的全部抓法数可令为 ’! "当 !$(时，! 顶角被抓三
元组抓住的三支腿必有腿型（! % ! % !）"以被抓住
的腿为（"&—"+—"(）为例展开此种腿型的运算时，

抓三元组抓住 ! 顶角中通过相邻腿 "&，"+ 和 "( 中

的圈线的抓法数为

#&+ #+( #(* , #&!（ #&+ #+( , #+( #(* , #&+ #(*）

, #+&+（ #+( , #(*）, #++(（ #&+ , #&!）" $（!）；（+!）
抓住含对穿线的抓法数为

（"+ % #&+ % #+(）"& "( ,（"& % #&+ % #&!）

3［ #&+ "( , #+(（ #+( , #(*）］
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!（!" # "$" # ""%）［ "$" !& ! "&$（ "&$ ! "&#）］

!$（#）； （$’）
取（$(），（$’）式指标循环求和，有总抓法数

%# ) "
循环

%（#）， （$*）

$# ) "
循环

$（#）+ （$,）

这里，"
循环
表示对指标经（& 至 #）封闭链逐次循环后

的结果求和（这是本文得到的另一结果）+
对于腿型（# # #，#）贡献的抓作用次数，若令抓

三元组抓住的三支腿的颜色分别为 !!，!"和 !#，则
该种腿型贡献的总抓法数为

"
（!!# !

"
，!#）$（#，#，#）

!!!"!#! &# + （$-）

腿型（#，#，#）贡献的计算与上面情况类似，贡

献的总抓法数为

"
（!$，!%，!&

）$（#，#，#）
!$!%!&! ’# + （".）

这里 !$，!%和 !&为该种腿型下被抓三元组抓住三
支腿的颜色 +
从而有体积算符中抓三元组对 # 顶角抓作用

的全部抓法数为

(# ) %# ! $# ! &# ! ’#，（# / .）+ （"&）
（"&）式可以用代数方法求得圈量子引力中体积
算符对任意价顶角作用的本征值 +前面已指出，对于
自旋网的高于 "价的网结平面图，通常可存在对穿
线，但平面图中并不存在它们在网结中的交 +故在网
结平面图中，必有某些对穿线（组），"!" ) .（ 0! #" 0
/ &），这将大大地给计算带来方便 +

% 1 体积算符对顶角作用的本征值

令 )* 为体积算符，)* 对自旋网态 0 +〉的作用，与
文献［$］不同，本文定义如下：

)* 0 +〉

)"
"

$#%"
!
"

（!$，!%，!&
）

0 ,"
!（!$，!%，!&）% 0 0 +〉，

（"$）
式中，" 为算符 )* 对应的微立方体中含有的态 0 +〉的
顶角，系数 ,"

!（!$，!%，!&）由下式给出
［$］：

"
（ -+，./，01）

"
,

2 ) &
"
3
’3 0!$%& 2 "

-+ ./01#3）
2〉

) ,"
!（!$，!%，!&）0 +〉， （""）

式中 0’3 0 ) &，!$%&为体积算符 )* 中圈算符 )/456［!$%&］

（ -，.，0）的带 "个抓的三角圈，#3 为自旋网 + 展开
图的一叶，2 标定!$%&与#3 井号 2 下和成的 , 种可
能，!$，!% 和 !& 代表 + 的结点 " 处被抓住圈线的 "
个分别交于含有抓算符的微立方体边界上的点$，%
和&的腿的颜色数，-，. 和 0 为三角圈!$%&上分别对
应抓所抓住的点$，%和&的圈参数，-+，./ 和 01 分
别为对应于微立方体边界与颜色数为 !$，!% 和 !&
的 "个脚中的被抓圈线三元组相交交点的圈参数 + !
) "$⋯ "# # $为顶角 " 做 "顶角展开时的着色 +
（""）式左端表明 )* 中的三个抓对自旋网 + 的
顶角 " 的毗邻的所有可能的腿三元组!$!%!&的抓作
用 +（""）式的右端表明这种作用为本征作用 +利用
（$）式，系数 ,"

!（!$，!%，!&）经计算为

,"
!（!$，!%，!&）) # $ 2’. 7"

!（$，%，&）
， （"%）

式中，7"
!（$，%，&）
为在着色 ! 下，抓三元组对顶角 " 的腿

!$，!%和 !&中的圈线的所有抓法数，2. ) &’!(8，8
为 345678常数 +将（"%）式代入（"$）式，得

)* 0 +〉) $#"9$ 2"."
"
"

!
8"

% ! 0 +〉，

式中

8"
! ) "
（!$，!%，!&

）

7"
!（$，%，&）
，

8"
! 为自旋网 + 中的顶角 " 对应于 " 顶角展开 ! )

"$⋯ "##$ 的顶角图贡献的圈线上的全部抓法数 +若 "
为 "，或 %，或 (，或 ’顶角，或 #顶角；则相应的 8"

! 分

别由前面求得的 ("，或 (%，或 ((，或 (’，或 (# 给

出 + "
!
8"

% ! 将给出算符 )* 对自旋网态作用的体积本

征值谱 +

( 1 结 论

与扩展圈表象不同［(，’］，自旋网表象中体积算符

的本征值给出了空间的量子化，这是圈量子引力中

十分重要的成果 +这种本征值目前主要有三种不同
求法和不同结果 +有的方法得到的主要不是可直接
用来计算本征值的具体算式，而只是算法公式［&］；有

的方法提供的公式只讨论了 "价顶角贡献体积值的
部分情况，并非完整的正确公式［$］+
本文通过贯彻 :48;7<4指出的抓作用方法，即利

用将体积算符中三个抓的作用取为施加在过（任意

价）顶角的圈线上的方法，并在计算抓作用时采取与

已有文献均不同的技巧，发现了这种施加方式的类
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型对任意价顶角而言，实际上也都是可归结为两类，

但每种类型抓作用的施加都必须定义为反称化 !将
两种类型的抓作用反称化后得到的诸图形再适当地

用双元恒等式化简，最后彻底证明了得到的抓三元

组对任意价顶角的圈线的作用均为本征作用，本征

值均为 " #!这一简明的新结果与计算面积时的抓作
用本征值为 #的结果相一致［$］，给体积算符对任意
价自旋网的作用的本征值的求得带来了方便并找到

了规律性 !这里是利用对自旋网展开图的叶指标 !
求平均和被抓三元组抓住的顶角中圈线三元组的腿

指标循环求和后，贡献体积值的方法求得了体积算

符的本征值，得到了任意自旋网均是体积算符的本

征态的结果 !本文的方法对于任意 "（ % &）顶角均适
用，而且便于系统求解，$价及其以上的顶角均贡献

体积算符的本征值［#］!亦可将对着色 ! 的求和!
!
，

用对其求平均代替 !而且与文献［’］不同，对于只着
色一次的高价顶角，本文的方法仍然有效 !不存在具
体操作上不可避免的人为不同所造成的本征值的

不同 !
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