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在双曲正切函数法、齐次平衡法、辅助方程法的基础上引入非线性发展方程的一个新形式解和新辅助方程，并

利用符号计算系统 )*+,-.*+/0* 构造了 1-23*./24152*4)*,52-6（11)）方程和修正的 11) 方程的新精确孤立波解 7这
种方法在寻找其他非线性发展方程的新精确解方面具有普遍意义 7
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# F 引 言

在孤立子理论的研究领域内构造非线性发展方

程（组）的精确解长期以来一直得到数学、物理学家

的关注 7 到目前为止人们已经发展了基于计算机代

数的许多直接方法，如双曲正切函数法［#］、齐次平衡

法［$］、;*05G/ 椭圆函数展开法［&］、辅助方程法［8］等 7
文献［<，%］用 H/00*+/ 方程与多种形式解相结合的方

法构造了精确解 7 文献［(，=］用不同的方法构造了

1-23*./24152*4)*,52-6（11)）方 程 和 修 正 的 11)
（.11)）方程的精确解 7 本文在文献［#—=］的基础

上给出新辅助方程与非线性发展方程的一种新形式

解相结合的方法，借助符号计算系统 )*+,-.*+/0* 构

造了 11) 方程和 .11) 方程的新精确解 7 这种方法

构造非线性发展方程（组）的精确解具有普遍意义 7

$ F 新辅助方程的应用 步 骤 及 其 新 形

式解

对于给定的非线性发展方程（以 # I # 维非线性

发展方程为例）
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进行行波变换 "（#，$）J "（!），!J # I"$ 后得到常

微分方程
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假设方程（$）具有下列一种新形式解：
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式中，&+（ + J "，#，$，⋯，’），*(（ ( J #，$，⋯，’）为待

定常数 7 这里，’ 为由领头项分析法［’］确定的自然

数，)（!）是下列新辅助方程的解：
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我们得到了方程（8）的双曲函数解、三角函数解、指

数函数解和双周期 M-/-NB+N*BB 椭圆函数解 7

$%&% 双曲函数解

方程（8）的双曲函数解为
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!"!" 三角函数解

方程（5）的三角函数解为
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其中 $ ! % " # " " 6

!"#" 指数函数解

方程（3）的指数函数解为
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!"$" 双周期 %&’&()*(+)) 椭圆函数解

方程（3）的双周期 <242=1$=%11 椭圆函数解为
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将（5），（3）式代入（(）式，得到 !（!）的一个多项

式 6 令 !（!）的系数为零，可得到一个 ’(（ ( ! *，’，

(，⋯，)），*+（ + ! ’，(，⋯，)），#，%，"，"为未知量的

非线性代数方程组 6 借助符号计算系统 >%$?2@%$4,%
或 >%8A2 求出该方程组的解，再把该非线性代数方

程组的每一组解与（:）—（(+）式一起代回（5）式，可

得到非线性发展方程（组）的精确解 6

5 B 方法的应用

#","--. 方程的精确解

考虑文献［+，.］讨论的 CC> 方程［+，.］

,- # "* ,. # ,,. ##,..- ! *， （(.）

将 ,（.，-）! ,（!），!! . #"- 代入（(.）式并对!积
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分一次后得到下列方程：

!! ! "
# !# !"#!$ % &

（! % # ! "&）’ （#(）
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将（+）和（*&）式一起代入（#(）式，得到 %（$）的一个

多项式 ’ 令 %（$）的系数为零，可得非线性代数方程

组（限于篇幅未列出）’
将 &" % &，# ! "& % ! 与 符 号 计 算 系 统

,-./01-.23- 应用于该方程组求出如下解：
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将（*"）—（*4）式分别与（6）和（"+）式一起代入（*&）

式（其中 &" % &），可得方程（#5）的一组精确孤立波解
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!"#"$%%& 方程的精确解

下面构造 899: 方程［2，5］的精确解 7
!# % $$ !" %#!# !" %"!""# " $， （’2）

将 !（"，#）" !（$），$" " %!# 代入（’2）式并对$积

分一次后得到如下方程：
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将（3）和（’6）式一起代入（’5）式，得到 ’（$）的一个

多项式 7 令 ’（$）的系数为零，可得如下非线性代数
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该非线性代数方程组，求出如下解：
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将（+’）—（+&）式分别与（6）和（"6）式一起代入

（*7）式，可得方程（*)）的如下一组精确孤立波解：
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本文给出了新辅助方程与非线性发展方程的一

种新 形 式 解 相 结 合 的 方 法，借 助 符 号 计 算 系 统

567-8967/*6 构造了 ::5 方程和 9::5 方程的许多

精确解 3 其中形如 !"（ "，#），!%（ "，#），! !
".（ "，#）的

精确解以前已得到，其余精确解是本文新得到的 3

下面给出的形式解与辅助方程（2）相结合，也能得到

非线性发展方程的新精确解 3
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另外，本文给出的形式解（.）和（2.）式结合其他辅助

方程，仍然能得到非线性发展方程（组）的新精确解 3

［"］ <6=>8, ? @，ABCCD : E "FF% *+&,!# 3 -./0 3 *+&&!1 3 !" )GG
［)］ H60I 5 J "FF# -./0 3 23## 3 K #!! "%F
［.］ <6=>8, ? @，ABCCD : E，KLL+77 < M )&&" -./0 3 23## 3 K $!% )G&
［2］ N/=80O6+=8P/，NB0 @ )&&. -./0 3 23## 3 K &’! .GQ
［#］ M-80 R，J/ :，S-60I T U )&&. *.41 3 -./0 3 #$ F2&
［%］ M-80 R，R60 S R，J/ : 3# 56 )&&. *.41 3 -./0 3 #$ "

［Q］ J/B N V，M-80 T，WB S X 3# 56 )&&. 7$#5 -./0 3 841 3 %$ "G2)（/0

M-/08,8）［刘式适、陈 华、付遵涛等 )&&. 物理学报 %$ "G2)］

［G］ X6+I87B,60I，N/=80O6+8=P/ )&&2 7$#5 -./0 3 841 3 %& 2&#)（ /0

M-/08,8）［套格图桑、斯仁道尔吉 )&&2 物理学报 %& 2&#)］

［F］ 56YCY/87 H "FF) 7& 3 9 3 -./0 3 (’ %#&

&))% 物 理 学 报 ## 卷
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122912 期 套格图桑等：构造非线性发展方程精确解的一种方法


