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研究了基于非线性控制的超混沌 )*+, 系统的混沌同步问题 -基于 ./012,34 稳定性理论，设计了非线性控制

器，改进了 560,7 和 820,7 等设计的同步误差系统的 ./012,34 函数形式，理论证明了超混沌 )*+, 系统的自同步和超

混沌 )*+, 系统与超混沌 9:;;<+= 系统的异结构同步 -数值模拟进一步验证了所提出方案的有效性 -
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! J 引 言

!FF% 年，K+I3=0 和 )3==3<<［!，"］首次提出混沌同步

的原理，并在电路实验中成功地实现 -由于混沌同步

在保密通信、信号处理和生命科学等方面有着十分

广泛的应用前景，引起了人们极大的关注，并对此做

了深入的研究［>—$］- L2=0<6 和 M016H0,60N 等［’，?］推广

了 )3==3<< 和 K+I3=0 的工作，提出了单向耦合同步法；

)+<N0［F］提出了实现混沌同步的时滞反馈方法；O76P0
等［!%］采用激活控制法实现 9:;;<+= 和 )*+, 系统的异

结构同步；.62 等［!!］给出了一类混沌系统的线性反

馈同步定理；文献［!"—!(］基于系统状态观测器实

现了不同非线性系统的混沌同步；560,7 等［!$］给出了

两个 耦 合 混 沌 系 统 达 到 全 局 同 步 的 条 件，820,7
等［!’］利用非线性控制器使两个相同或不同的混沌

系统达到了同步 -其中，非线性控制是使两个相同或

不同的混沌系统达到同步的一种有效的方法，但是

以往这个方法总是假设同步误差系统的 ./012,34
函数为 !（ "）Q ! R ""S " -为了克服这一局限性，作者

在上述研究基础上，基于 ./012,34 稳定性理论，设

计了非线性控制器，改进了文献［!$，!’］的同步误差

系统的 ./012,34 函数形式，实现了超混沌 )*+, 系统

的自同步和超混沌 )*+, 系统与超混沌 9:;;<+= 系统的

异结构同步，数值模拟验证了所提出方案的有效性 -

" J 超混沌 )*+, 系统描述

超混沌系统的一般定义如下：具有四维或四维

以上的微分方程系统，并且至少有两个或两个以上

正的 ./012,34 指数 - "%%& 年，.6 等［!?］通过设计非线

性状态反馈控制器从 )*+, 系统［!F］中得到了超混沌

系统，并对其动力学行为进行了研究 - 超混沌 )*+,
系统用如下方程来描述：

#·$ %（& ’ #）( )，

&·$ *# ’ #+ ( ,&，

+·$ #& ’ -+，

)·$ &+ ( .) /

（!）

系统（!）中 #，&，+ 和 ) 为系统的状态变量，%，-，,，

* 和 . 为系统的控制参数 /当参数 % Q >(，- Q >，, Q
!"，* Q ’ 和 %" ."%J%?( 时，系统（!）表现为混沌运

动 /当 % Q >(，- Q >，, Q !"，* Q ’ 和 %J%?(" ."
%J’F? 时，系统（!）表现为超混沌运动 /当 % Q >(，- Q
>，, Q !"，* Q ’ 和 %J’F?" ."%JF% 时，系统（!）表现

为周期性运动［"%］/
本文研究的是超混沌 )*+, 系统，即选取系统

（!）的参数 % Q >(，- Q >，, Q !"，* Q ’ 和 %J%?(" ."
%J’F? /当 % Q >(，- Q >，, Q !"，* Q ’ 和 . Q %J$ 时，图

! 给出了超混沌 )*+, 系统吸引子的投影 /通过计算

得到，此时系统（!）只有一个平衡点（%，%，%，）/ 根据
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图 ! 系统（!）的超混沌吸引子在空间和平面上的投影 （"）在空间（ !，"，#）上的超混沌吸引子，（#）在空间（ !，"，$）上

的超混沌吸引子，（$）在平面（ !，#）上的超混沌吸引子，（%）在平面（ !，$）上的超混沌吸引子

&"’"()#*"’"+,"+等［-!］计算微分方程组 ./"0)+12 指

数谱的方法，计算出系统（!）有两个正的 ./"0)+12 指

数，分别为!! 3 45678，!- 3 45!-7 9
当 % 3 :6，& 3 :，’ 3 !-，( 3 8 和 454;6 < )!

458=; 时，系统（!）流的微分为

!

·* 3"
*!

"! >"
*-

"" >"
*:

"# >"
*?

"$
3 ’ @（% > &）> )
3 ) @ -7 < 49

这里 * 3（*!，*-，*:，*?）3（%（ " @ !）> $，(! @ !#
> ’"，!" @ &#，"# > )$）9可见系统（!）是受迫耗散系

统 9故" +#4，$!（ +），"（ +），#（ +）和 $（ +）全局有界

并且连续可微 9 因此，" +#4，存在常数" A 4，使

B !（ +）B!"< C，B "（ +）B!"< C，B #（ +）B!"< C和

B $（ +）B!"< C成立 9

: 5 非线性控制器的设计

本文研究的是如下一类混沌系统：

!·3 "! > ,（!）， （-）

式中，!% -. 是状态变量，"% -. D . 是系数矩阵，

,（!）是非线性连续函数 9 若将系统（-）作为驱动系

统，令 #%-. 为外部输入控制向量，则响应系统可

表示为

!
·E 3 $!E > /（!E ）> #， （:）

式中，!E% -. 是响应系统的状态变量，$% -. D . 是

响应系统的系数矩阵，/（ !E ）是非线性连续函数 9如
果 " 3 $ 且 ,（ !）3 /（ !），则 ! 和 !E 是两个相同的

混沌系统的状态变量；若 "&$ 或 ,（ !）& /（ !），则

! 和 !E 是两个不同的混沌系统的状态变量 9
若令误差向量 % 3 !E @ !，则误差系统可表示为

%·3 !
·E @ !·

3 $!E @ "! > /（!E ）@ ,（!）> # 9 （?）

要使驱动系统（-）与响应系统（:）达到同步，须使

F,’
+’C
(%( 3 4，

也就是设计合适的控制器 #，使误差系统（?）在平

衡点（原点）渐近稳定 9
如果我们选取 ./"0)+12 函数 0（ %）%G &%（ % 3

（ 1!，1-，1:，1?）G，& 为正定矩阵），则有 0（ %）A 49若

0
·

（%）3 @ %G’%（’ 为正定矩阵），则可推出 0
·

（ %）

< 49这表明此时误差系统全局渐近稳定，即驱动系

统与响应系统达到了同步 9 如何设计合适的控制器
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!，以满足上述假设，成为拟解决的关键问题 !

" # 超混沌系统混沌同步

!"#" 自同步

设驱动系统为

!·$ % "（#$ & !$）’ $$，

#·$ % %!$ & !$ &$ ’ ’#$，

&·$ % !$ #$ & (&$，

$·$ % #$ &$ ’ )$$，

（(）

响应系统为

!·) % "（#) & !)）’ $) ’ *$，

#·) % %!) & !) &) ’ ’#) ’ *)，

&·) % !) #) & (&) ’ **，

$·) % #) &) ’ )$) ’ *" !

（+）

这里，! %（*$，*)，**，*"）为控制向量 !在 ! 的控制

下可使得驱动系统（(）与响应系统（+）达到全局渐近

自同步 !若令误差变量

+$ % !) & !$，

+) % #) & #$，

+* % &) & &$，

+" % $) & $$，

则可得到误差系统为

+·$ % "（+) & +$）’ +" ’ *$，

+·) % %+$ ’ ’+) & &$ +$ & !$ +* & +$ +* ’ *)，

+·* % & (+* ’ !$ +) ’ #$ +$ ’ +$ +) ’ **，

+·" % )+" ’ #$ +* ’ &$ +) ’ +) +* ’ *" !

（,）

选取 -./01234 函数为

,（"）% "5 #"， （6）

式中

# %

$ 7 7 7
7 ( 7 7
7 7 ( 7











7 7 7 )

!

显然 ,（"）8 7，为了使得 ,
·

（"）9 7，设计控制器为

*$ % & +"，

*) % & )%+$ &（ ’ ’ $）+) ’ &$ +$ ’ !$ +*，

** % & !$ +) & #$ +$，

*" % & +" & +) +* & #$ +* & &$ +) !

（:）

对（6）式求导，可得

,
·
（"）% "·5 #" ’ "5 #"·

% & ,7+)$ & $7+)) & *7+)* & $ !++)"
% & "5$"，

式中

$ %

,7 7 7 7
7 $7 7 7
7 7 *7 7











7 7 7 $ !+

!

显然 $ 是正定矩阵，故有 ,
·

（ "）9 7! 根据 -./01234
稳定性理论，误差系统（,）在原点渐近稳定，即驱动

系统（(）和响应系统（+）可达到同步 !

!"$" 异结构同步

设系 统（(）为 驱 动 系 统，响 应 系 统 为 超 混 沌

;<==>?@ 系统［))］

!·) % & #) & $) ’ *$，

#·) % !) ’ 7 !)(#) ’ &) ’ *)，

&·) % 7 !7( &) & 7 !($) ’ **，

$·) % !) $) ’ * ’ *" !

（$7）

令误差变量

+$ % !) & !$，

+) % #) & #$，

+* % &) & &$，

+" % $) & $$，

则可得到误差系统为

+·$ % & +) & +" ’ "!$ &（" ’ $）#$

& )$$ ’ *$，

+·) % +$ ’ 7 !)(+) ’ +* &（% & $）!$

&（ ’ & 7!)(）#$ ’ &$ ’ !$ &$ ’ *)，

+·* % 7 !7(+* & 7 !(+" ’（( ’ 7!7(）&$
& 7 !($$ ’ !$ #$ ’ **，

+·" % +$ +" ’ $$ +$ ’ !$ +" ’ !$ $$

& #$ &$ & )$$ ’ * ’ *" !

（$$）

选取 -./01234 函数为

,（"）% "5 #"， （$)）

式中

# %

$ 7 7 7
7 $ 7 7
7 7 ) 7











7 7 7 $

!

显然 ,（"）8 7，为了使得 ,
·

（"）9 7，设计控制器为
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!! " # "! # #$! $（# $ !）%! $ %&!，

!% " # "% # "& $（’ # !）$!

$（ ( # ’(%)）%! # )! # $! )!，

!& " # ’ (’)"& $ ’ ()"* #（* $ ’(’)）)!
$ ’+)&! # $! %!，

!* " # "* $ "! # "! "* # &! "! # $! "*
# $! &! $ %! )! $ +&! # & (

（!&）

对（!%）式求导，可得

,
·
（!）" !·, "! $ !, "!·

" # %"%! # ! ()"%% # "%& # "%*
" # !,#!，

式中

# "

% ’ ’ ’
’ ! () ’ ’
’ ’ ! ’











’ ’ ’ !

(

显然 # 是正定矩阵，故有 ,
·

（ !）- ’( 根据 ./012345
稳定性理论，误差系统（!!）在原点渐近稳定，即驱动

系统（)）和响应系统（!’）可达到同步 (

) + 数值模拟

!"#" 自同步数值模拟

采用 678*) 算法求解方程（9），利用控制器（:）

式，作者模拟了驱动系统（)）与响应系统（;）的自同

步过程（如图 % 所示）(驱动系统（)）与响应系统（;）

的初始点分别选取为 $!（’）" !，%!（’）" # !，)!（’）

" ! 和 &!（’）" ’；$%（’）" &，%%（’）" # %，)%（’）" ’
和 &%（’）" !(因此误差系统（9）的初始值为 "!（’）"
%，"%（’）" # !，"&（’）" # ! 和 "*（’）" !(为使驱动系

统（)）处于超混沌状态，选取参数 # " &)，* " &，( "
!%，’ " 9 和 + " ’+; (由误差效果图可看到，当 - 分别

接近 ’+&，’+&，’+) 和 %+% < 时，误差 "!（ -），"%（ -），

"&（ -）和 "*（ -）已分别稳定在零点，即驱动系统（)）与

响应系统（;）达到了同步 (

图 % 控制器（:）式的作用下系统（)）和（;）的同步误差曲线 （0）"!（ -）随时间 - 的变化曲线，（=）"%（ -）随时间 - 的变化曲

线，（>）"&（ -）随时间 - 的变化曲线，（?）"*（ -）随时间 - 的变化曲线

*;%; 物 理 学 报 )) 卷



!"#" 异结构同步数值模拟

采用 !"#$% 算法求解方程（&&），利用控制器

（&’），作者模拟了驱动系统（%）与响应系统（&(）的异

结构同步过程（如图 ’ 所示）)驱动系统（%）与响应系

统（&(）的初始点分别选取为 !&（(）* &，"&（(）* + ,，

#&（(）* ( 和 $&（(）* (；!,（(）* + ,(，",（(）* (，

#,（(）* &(和 $,（(）* ()因此误差系统（&&）的初始值

为 %&（(）* + ,&，%,（(）* ,，%’（(）* &( 和 %$（(）* ()
为使驱动系统（%）处于超混沌状态，选取参数 & *
’%，’ * ’，( * &,，) * - 和 * * (./ )由误差效果图可看

到，当 + 分别接近 %.%，/，&, 和 - 0 时，误差 %&（ +），

%,（ +），%’（ +）和 %$（ +）已分别稳定在零点，即驱动系

统（%）与响应系统（&(）达到了同步 )

图 ’ 控制器（&’）式的作用下系统（%）和（&(）的同步误差曲线 （1）%&（ +）随时间 + 的变化曲线，（2）%,（ +）随时间 + 的变化曲

线，（3）%’（ +）随时间 + 的变化曲线，（4）%$（ +）随时间 + 的变化曲线

/. 结 论

非线性控制是使两个相同或不同的混沌系统达

到同步的一种有效方法，但以往这个方法总是假设

同步误差系统的 561789:; 函数为 ,（ %）* &<, %= %，

为了克服这一局限性，本文基于 561789:; 稳定性理

论，设计了非线性控制器，研究了超混沌 >?@9 系统

的混沌同步问题 )理论证明了超混沌 >?@9 系统的自

同步和超混沌 >?@9 系统与超混沌 AB00C@D 系统的异

结构全局同步 )数值模拟进一步证明了作者提出方

案的有效性 )
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