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研究非保守系统广义 )*+,-+.正则方程的形式不变性与非 /01,213守恒量 4列出系统的 )*+,-+.正则方程 4提出在
无限小变换下系统形式不变性的定义和判据 4给出系统的形式不变性是 5+1对称性的充要条件 4建立 6078*.守恒
定理，并举例说明结果的应用 4
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! 黑龙江省自然科学基金（批准号：9’%:）资助的课题 4

# 通讯联系人 4 ;<8*+=：>22-2%9!? >+.*4 @08

! A 引 言

!9B&年由 C*@0D+ 和 E>,30F3*G>HI 提出的以含有
高阶导数的 5*F3*.F1函数为基础建立起来的理论称
为广义经典动力学 4它在物理学、数学和力学中具有
重要的理论价值和实用意义 4在物理学方面，特别在
力学和场论中研究带高阶导数的 5*F3*.F1力学，例
如关于带二阶导数的电磁理论［!］；在数学方面，近代

微分几何方法的描述已有较好的结果［"］4在工程中，
如研究定梁轴弯曲形状时，问题化为寻求梁的总位

能的极小 4此处 5*F3*.F1函数中含有二阶导数［$］4
动力学系统的守恒量，不仅具有数学重要性，而

且表现为深刻的物理规律，它已成为近代分析力学

的一个重要研究方向 4寻求守恒量的主要方法有：
/01,213理论［B］，5+1 对称性［’］，积分因子理论［(］，J1+
方法［:］和 6078*. 方法［&］4近年来，人们将这些方法
推广到广义经典动力学，已取得一系列重要成

果［9—!&］4
!9(!年西班牙学者 )*+,-+.提出新的正则变量 !

和 "，建立了新的运动微分方程，被称为 )*+,-+. 正则
方程［!9］4事实上，有些动力学问题应用该方程求解
要比用 6*8+=,0. 方程简单些［"%—""］4因此，在分析力
学中对 )*+,-+. 正则方程的研究具有重要意义 4 !99%

年作者将该方程推广到广义经典动力学，得到广义

)*+,-+. 正则方程［"$］4目前，对它的研究已有进展［"B］4
本文应用 J1+方法寻求非保守系统广义 )*+,-+.

正则方程的非 /01,213守恒量 4

" A 广义 )*+,-+.正则方程

假设广义力学系统的位形由 # 个广义坐标 $!，

$"，⋯，$# 确定 4 5*F3*.F1函数为
% K %（ &，$’

（%），$’
（!），⋯，$’

（!））（ ’ K !，"，⋯，#），
（!）

其中
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（"）
在低维空间中，广义非势力为 )’ K )’（ &，$*

（%），

$*
（!）），而在高维空间中，广义非势力为

)’ K )’（ &，$*
（%），$*
（!），⋯，$*

（!））

（ ’，* K !，"，⋯，#）， （$）
广义非保守系统的 5*F3*.F1方程为
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广义动量为
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于是，*+,-.,/正则方程为
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其中",#
（ "）为 %，*$（"），)

（"）
$ 的函数 (

假设系统是非奇异的，则由方程（1）可求得所有
的 *·#（ "）和 -)（ "）

# ，记作

*·#（ "） ! .#
（ "）（ %，!，"），

)（ "）
# ! /（ "）

#（ %，!，"）
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34 系统的 5,6对称性

取时间和正则变量的无限小变换

%# ! % &"%，
*# #
（ "）（ %#）! *#（ "）（ %）&"*#（ "），
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或其展开式
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其中#为无限小参数，$$，%
#
（ "），&
（ "）
# 为无限小生成

元 (
引入无限小变换生成元向量
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它的一次扩展为
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根据常微分方程不变性的判据，在变换（#$）下，
方程（2）的不变性由下式表示

-%
#
（ "） " *·#（ "）

-$$ ! 0（$）（.#
（ "）），
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（ "）
# " )·（ "）

#
-$$ ! 0（$）（/（ "）

# ）( （#3）
称（#3）式为 5,6对称性变换的确定方程 (
定义 ! 如果无限小变换（#$）的生成元$$，

%
#
（ "），&
（ "）
# 满足确定方程（#3），则对应的变换为 5,6对

称性变换 (

8 4 系统的形式不变性

定义 " 在无限小变换（#$）下，如果非保守系
统 *+,-.,/正则方程（1）的动力学函数 +，",#

（ "）保持不

变，即

*#（ "） ! " %
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则称这种不变性为方程（1）的形式不变性 (
在无限小变换（#$）下，展开 +#，",# #

（ "），有

+# ! + &#［0（$）（+）］& $（#’），

",# #
（ "） !",#
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于是可得到下面的判据 (
判据 对 *+,-.,/正则方程（1），若 +，",#

（ "）和无

限小生成元$$，%
#
（ "），&
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# 满足下面的关系式
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则相应的不变性称为方程（1）的形式不变性 (
证明 将关系式（#)）代入方程（#8）的第二式，

忽略#’ 及以上高阶小项，并注意方程（1），有
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同理，有
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!" 形式不变性与 #$%对称性

为研究 &’$()$*正则方程的形式不变性与 #$%对
称性，做如下计算：
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将方程（03）与方程（01）的第一式相减，并代入上述
相应的方程，得
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同理，有
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由此得如下结果

定理 ! 对于 &’$()$*正则方程（6），形式不变性
为 #$%对称性的充要条件是无限小生成元!+，"
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3" 形式不变性与 89:;’*守恒定理

对 &’$()$*正则方程（6），在时间不变的特殊无
限小变换下，形式不变性通过 #$% 对称性间接导出
89:;’*守恒定理 /
取时间不变的特殊无限小变换

0+!.期 乔永芬等：非保守系统广义 &’$()$*正则方程的形式不变性与非 <9%(=%>守恒量
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此时，形式不变性为 *$+ 对称性的充要条件（(,）和
（(-）有形式
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定理 ! 如果无限小变换（20）的生成元"
#
（ $）$
（ $）
#

满足条件（/0）和（/2），并且存在某函数%（ !，"#（ $），

’（ $）
# ）使下式成立：

2
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"
""#（ $）
（%)#
（ $））"

2
%
"
"’（ $）

#
（%+（ $）

# ）! 0’ （/(）

则广义 34$&5$6 正则方程（,）的形式不变性导致
78%946守恒量

, ! 2
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""#（ $）
（%"

#
（ $））"

2
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#
（%$
（ $）
# ）! :86;& ’

（//）
证明 由文献［(<］知 ’若"

#
（ $），$
（ $）
# 是 *$+ 对称

性的无限小生成元，则广义 34$&5$6 正则方程（,）存
在守恒量（//）’又根据定理的假设条件，"

#
（ $），$
（ $）
# 满

足关系式（/0）和（/2）’因此，方程（,）不仅是形式不
变的而且也是 *$+对称的 ’

, = 举 例

假设力学系统的 *4>#46>+函数为

- ! 2
( .·( " 2

(
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非势广义力为

* ! 1 /. ’ （/?）
试求系统的非 @8+&A+#守恒量 ’
解：首先建立 34$&5$6正则方程 ’
令
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方程（,）给出
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由方程（-），得
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其次，由方程（2/），*$+对称性的确定方程为
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经验证，生成元（<(）满足确定方程（<2）及条件（/0）
和（/2）’因此，系统（<0）不仅是形式不变的而且也是
*$+对称的 ’
最后，求系统的守恒量 ’

方程（/(）给出

% !（( "2（0） 1 "2（(））( +1 !， （</）
于是由（//）式得守恒量
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(0? 物 理 学 报 ??卷



［!］ "# $#%& ’，()*+,-.#/ 0 ( !123 !"#"$%&’(") *&%++’,%& -",.%#’,+

%#) /’"&) 0."1$2（45/6#+*75：8)+69:;)<<7&*：=</#+>,#/ ?@,#&@#

0.A<,/9#+/ B C）!
［D］ 4<#E7&*+ C)&*+7， ?#5,/F+7G/ !11H *1##",3’1#+ %#) $"45&%$

"65%3’1#+ ’# .’4."$ 1$)"$ 7",.%#’,+，8’99"$"#3’%& !"17"3$2 %#) ’3+

:;;&’,%3’1#+（?,&-7F+)#，I)+<* /@,#&6,J,@）DKL:D2K
［M］ N,7) O P，$, ( Q，R97) ? ; DHH! :,3% <.2+ S =’# S !" 2!!（ ,&

T9,&#/#）［乔永芬、李仁杰、赵淑红 DHH! 物理学报 !" 2!!］

［U］ 8)#69#+ 4 = !1!2 >%,.，:?%) S @’++ S !A33’#4"# -%3.：<.2+ S

VW S! #$!
［3］ $.6XYG ’ !1K1 B S <.2+ S :：-%3. S !"# S %# 1KM
［L］ "Z.Y,@[ " ?，?.6#<7 \ !12U C#3 S B S >1#&’# S -",. S %& MM!
［K］ ’#, P ] DHH! *.’# S <.2+ S %" !KK
［2］ ;)Z57& ? 4 !11DS B S <.2+ S :：-%3. S !"# S #! $D1!
［1］ ’#, P ] !11H :;;&’,%3’1#+ 19 D’" !$15;+ %#) D’" :&4"E$%+ 31

*1#+3$%’#") -",.%#’,%& =2+3"7+（B#,Z,&-：?@,#&@# 0+#// ）FMH（ ,&

T9,&#/#）［梅凤翔 !111 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）第 MH页］

［!H］ R97&- O，?97&- ’，’#, P ] DHHH *.’# S <.2+ S & UH!
［!!］ N,7) O P，R97) ? ; DHH! :,3% <.2+ S =’# S !" !（,& T9,&#/#）［乔

永芬、赵淑红 DHH! 物理学报 !" !］

［!D］ N,7) O P，R97&- O $，;7& ^ T DHHD *.’# S <.2+ S %% 122
［!M］ N,7) O P，O.# N _，")- O 4 !11U :;;& S -%3. S -",. S %! 2KK
［!U］ ’#, P ] DHHM :,3% <.2+ S =’# S !# !HU2（ ,& T9,&#/#）［梅凤翔

DHHM 物理学报 !# !HU2］

［!3］ R97&- O DHHM :,3% <.2+ S =’# S !# !2MD（ ,& T9,&#/#）［张 毅

DHHM 物理学报 !# !2MD］

［!L］ R97&- O，’#, P ] DHHM :,3% <.2+ S =’# S !# DML2（ ,& T9,&#/#）

［张 毅、梅凤翔 DHHM 物理学报 !# DML2］

［!K］ R97&- O，’#, P ] DHHM *.’# S <.2+ S %# !H32
［!2］ N,7) O P，$, ( Q，R97) ? ; DHHM B S B’%#4F’ >1$7%& G#’H"$+’32 #’

!1L（,& T9,&#/#）［乔永芬、李仁杰、赵淑红 DHHM江西师范大学

学报 #’ !1L］

［!1］ (7,6X,& T ’ !1L! :# S =1, S *’"#3 :$4"#3 %’% 3H
［DH］ N,7) O P，R97&- O $，R97) ? ; DHHD :,3% <.2+ S =’# S !% !LL!
（,& T9,&#/#）［乔永芬、张耀良、赵淑红 DHHD物理学报 !% !LL!］

［D!］ N,7) O P，R97&- O $，;7& ^ T DHHM :,3% :$7%7"#3%$& #( !LD（,&

T9,&#/#）［乔永芬、张耀良、韩广才 DHHM 兵工学报 #( !LD］

［DD］ N,7) O P，$, ( Q，’7 O ? DHH3 *.’# S <.2+ S %( !D
［DM］ N,7) O P !11H :,3% -",. S =’# S ## 11（,& T9,&#/#）［乔永芬 !11H
力学学报 ## 11］

［DU］ N,7) O P，$,# ( Q，R97) ? ; DHH3 *.’# S <.2+ S %( 22D

!"#$ %&’(#%(&)* (&+ &"&),"*-.*# )"&/*#’*+ 01(&-%-2
"3 4*&*#(5%6*+ 7(%-6%&’/ )(&"&%)(5 *01(-%"&/

"3 &"&))"&/*#’(-%’* /2/-*$!

N,7) O)&-:P#&!）D）‘ R97) ?9.:;)&-D）

!）（8";%$37"#3 19 -",.%#’,%& I#4’#""$’#4 %#) :5317%3’1#，J."K’%#4 =,’:0",. G#’H"$+’32，L%#4(.15 M!HH!2，*.’#%）

D）（I#4’#""$’#4 *1&&"4" 19 >1$3."%+3 :4$’,5&35$%& G#’H"$+’32，L%$E’# !3HHMH，*.’#%）

（(#@#,>#* MH ’7+@9 DHH3；+#>,/#* 57&./@+,F6 +#@#,>#* DL ’7G DHH3）

4A/6+7@6
\9# J)+5 ,&>7+,7&@# 7&* 69# &)&:8)#69#+ @)&/#+>#* a.7&6,6G )J -#&#+7<,X#* (7,6X,&’/ @7&)&,@7< #a.76,)&/ )J &)&:

@)&/#+>76,># /G/6#5 7+# /6.*,#*S \9# *#J,&,6,)& 7&* @+,6#+,)& )J 69# J)+5 ,&>7+,7&@# ,& 69# /G/6#5 .&*#+ ,&J,&,6#/,57<
6+7&/J)+576,)&/ 7+# F+)F)/#*S \9# &#@#//7+G 7&* /.JJ,@,#&6 @)&*,6,)& .&*#+ I9,@9 69# J)+5 ,&>7+,7&@# ,/ 7 $,# /G55#6+G ,/ -,>#&S
\9# ;)Z57& 69#)+#5 ,/ #/67A<,/9#*S P,&7<<G，7& #E75F<# ,/ -,>#& 6) ,<<./6+76# 69# 7FF<,@76,)& )J 69# +#/.<6 S

*+,-./01：&)&:@)&/#+>76,># /G/6#5，(7,6X,&’/ @7&)&,@7< #a.76,)&，J)+5 ,&>7+,7&@#，&)&:8)#69#+ @)&/#+>#* a.7&6,6G
2344：HMDH，HDHH

!0+)Z#@6 /.FF)+6#* AG 69# ;#,<)&-Z,7&- 876.+7< ?@,#&@# P).&*76,)&，T9,&7（^+7&6 8)S 13HK）S

‘ T)++#/F)&*,&- 7.69)+ S =:57,<：/99X9H1!b /,&7S @)5

MH3D期 乔永芬等：非保守系统广义 (7,6X,&正则方程的形式不变性与非 8)#69#+守恒量


