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利用熟知的级数截断方法，设计数值程序计算了线形 )*+,阱中库仑关联的两离子系统 -./01234560方程的精确
解，得到接近目前离子阱实验能够实现的阱频下系统分立的运动态波函数和能谱，它们对应于阱频值的一个无穷

可数的点集 7在该点集内两相邻点之间连续变化阱频，由量子微扰法得到以精确分立谱为基础的能带结构，包括较
宽的能隙和较窄的带宽 7能带结构的存在将影响以该系统为基础的量子逻辑操作和激光边带冷却等问题，应该在
实验研究中加以考虑 7
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! C 引 言

近年来，离子阱已被广泛应用于科学技术研究

的各个领域 7人们以离子阱为工具，在量子态的性
质、量子逻辑操作、量子信息和原子频标等方面进行

了大量的研究工作［!—$］7 D30*.，)EF*GEB 和 HE,,60曾提
出利用冷离子或热离子实现量子逻辑门的理论方

案［(，’］，IE40E6，J345及其研究组成员设计实验对理
论方案进行了验证［9，&］7囚禁离子运动态的经典和
量子混沌特征也曾受到人们普遍关注［K］7利用 )*+,
囚禁离子系统研究带电粒子的输运和关联性质，是

一个有趣而重要的问题［!%］7虽然已有不少文献对多
离子体系的动力学特征进行了深入的研究［!!］，但包

含库仑关联的两离子系统是理论研究的基础，仍有

进一步研究的必要 7考虑一维 )*+,囚禁两离子系统
的 -./01234560方程，应该包含谐振子赝势和库仑势 7
在热离子假定下，)EF*GEB 等采用在经典定态解（一
个平衡常数）附近展开库仑势的方法［’］，将库仑势转

化为谐振子势 7该近似方法虽然简化了问题，但不能
适用于冷离子系统 7同时考虑谐振子势和库仑势，
L645和 M+*4 等人得出某些无穷级数解［!"，!8］7在以
冷离子系统为基础的量子计算实验中，需要将运动

初态制备为基态［&，!$］7为了精确地确定并分析基态，
寻求系统精确的能量本征态是一个很重要的问题 7
作者之一及其研究小组曾利用级数截断方法给出了

两离子运动态 -./01234560方程精确解的有限级数形
式［!(］，得到用量子数 ! 标记的分立的运动态波函数
和能谱，并计算出 ! N 9以下的展开系数 "# 和相关

物理量，发现与实验相符合的物理量对应于较大的

量子数 7寻求大量子数情形的精确本征态，是实验上
感兴趣的一个工作 7
本文中，我们运用熟知的级数截断方法，设计数

值程序计算出量子数 ! N !%%时系统的精确本征态
和本征能量，对应的多个离散频率值接近目前离子

阱实验能够实现的量级［!’，!9］7在两相邻频率值之间
连续变化阱频，我们用量子微扰法得到以精确分立

谱为基础的能带结构，包括较窄的带宽和较宽的能

隙 7能带结构的存在将影响以该系统为基础的量子
逻辑操作和激光边带冷却制备基态等问题，值得在

实验研究中加以考虑 7

" C 精确的本征态

考虑两个离子组成的 )EF*GEB<D30*.<HE,,60 量子
门系统，两离子囚禁在一个线性阱中［’，!(］7在赝势近
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似下，该系统是一个谐振!库仑势系统 "设两离子具
有相同的质量 !，沿坐标轴 " 方向运动，第 # 个粒
子的坐标为 "#（ "# $ "%），谐振频率为!，则系统的
&’()*+,-)’-为
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在质心坐标和相对坐标下，令
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则质心运动和相对运动的 637489)-:;4方程分别为
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（0’）式为质心运动的 637489)-:;4方程，它描述一个
标准的一维谐振运动，令
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代入（0’），可得质心波函数和能量表达式为［%>］
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（A）式中的 *) 是一个常量，$)（&3 "3）是 &;4()+)’-
多项式 "将（A）式与（B）式代入（5）式，考虑波函数的

归一化条件!
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（0<）式是描述相对运动的 637489)-:;4方程，已
知它有截断级数解，并且阱频与截断常数 + 有关 "令

!.!+ 及常量
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则（0<）式的精确解为［%>］
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其中整数 + / %为截断后（%%’）式级数的项数，展开
系数满足方程［%>］

2’+-+ / #-+2% . 1，（ + . %，#，5，⋯），（%#’）
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式中 + 为相对运动量子数 "由（%#<）式出发，令

-. . -［ .］，’+ . -［2 #］，
利用 F’+7;(’+)3’程序

G’<*;［（ + 2 .）（ + 2 . / %）-［ + 2 .］2 -［ 2 #］-［ +
2 . 2 %］/ #（ . / #）-［ + 2 . 2 #］. 1，｛.，2 %，+ 2 %｝］，
可得 + 个方程 "将它们与方程 -［ 2 %］. -［ + / %］
. 1 和（%#’）式联立，使用 F’+7;(’+)3’ 的 H6,*I; 命
令，可解出对于任意 + 的所有展开系数 -. . -［ .］和
常数’+ . -［ 2 #］"当相对运动量子数取 + . %11时，
可求得多组不同的展开系数和’+ 值，其中与’%11的

最大值’%11，% . %%%1J%5对应的一组 %1%个展开系数
见表 % "由（%1）式可见，最大’%11值对应于最小的阱

频!%11 "
将表 %中的系数 -# 代入相对波函数的归一化

条件
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数值计算得相对运动归一化常数 , 4，%11 . 5JEA> L

%12 B &4，# %11 "
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表 ! 与最大!!""对应的相对运动波函数的展开系数

! "! ! "! ! "! ! "! ! "! ! "!

" !#" $ !" % &’ ! (#(( $ !" % &( & !#") $ !" % && ) *#+* $ !" % &! + (#&, $ !" % !* ( !#*+ $ !" % !’

, (#!" $ !" % !, ’ !#"" $ !" % !+ - !#(+ $ !" % !) * !#-’ $ !" % !& !" !#-’ $ !" % !! !! !#(+ $ !" % !"

!& !#"- $ !" % * !) ,#+! $ !" % * !+ )#)" $ !" % - !( !#+- $ !" % ’ !, (#-) $ !" % ’ !’ &#") $ !" % ,

!- ,#)! $ !" % , !* !#’, $ !" % ( &" +#)* $ !" % ( &! *#*+ $ !" % ( && &#"+ $ !" % + &) )#-& $ !" % +

&+ ,#(+ $ !" % + &( !#") $ !" % + &, !#+- $ !" % ) &’ !#*’ $ !" % ) &- &#+) $ !" % ) &* &#’’ $ !" % )

)" &#*) $ !" % ) )! &#-- $ !" % ) )& &#,+ $ !" % ) )) &#&, $ !" % ) )+ !#-" $ !" % ) )( !#)( $ !" % +

), *#+( $ !" % + )’ ,#&& $ !" % + )- )#-+ $ !" % + )* &#&) $ !" % + +" !#&& $ !" % + +! ,#&- $ !" % (

+& )#"( $ !" % ( +) !#+" $ !" % ( ++ ,#"( $ !" % , +( &#+’ $ !" % , +, *#(- $ !" % ’ +’ )#(! $ !" % ’

+- !#&& $ !" % ’ +* +#"" $ !" % ’ (" !#&+ $ !" % - (! )#,, $ !" % * (& !#"& $ !" % * () &#’& $ !" % !"

(+ ,#-( $ !" % !! (( !#,+ $ !" % !! (, )#’) $ !" % !& (’ -#", $ !" % !) (- !#,, $ !" % !) (* )#&) $ !" % !+

," ,#"! $ !" % !( ,! !#", $ !" % !( ,& !#’* $ !" % !, ,) &#-’ $ !" % !’ ,+ +#)* $ !" % !- ,( ,#+! $ !" % !*

,, -#*( $ !" % &" ,’ !#!* $ !" % &! ,- !#() $ !" % &! ,* !#-* $ !" % && ’" &#&+ $ !" % &) ’! &#(- $ !" % &+

’& &#-* $ !" % &( ’) )#!’ $ !" % &, ’+ )#+& $ !" % &’ ’( )#,, $ !" % &- ’, )#*" $ !" % &* ’’ +#!’ $ !" % )"

’- +#+’ $ !" % )! ’* +#-& $ !" % )& -" (#&& $ !" % )) -! (#,’ $ !" % )+ -& ,#&" $ !" % )( -) ,#’, $ !" % ),

-+ ’#), $ !" % )’ -( -#!) $ !" % )- -, -#’- $ !" % )* -’ !#"" $ !" % +" -- !#", $ !" % +! -* !#!& $ !" % +&

*" !#!* $ !" % +) *! !#)* $ !" % +) *& !#’( $ !" % ++ *) !#,- $ !" % +( *+ !#+" $ !" % +, *( !#+& $ !" % +’

*, &#,’ $ !" % +- *’ &#(- $ !" % +* *- ’#+’ $ !" % (" ** &#)! $ !" % (! !"" )#’, $ !" % (&

) # 精确的离散谱

当相对量子数 # . !""时，由（!&/）式和（!&0）两
式出发，数值计算可得一系列离散的!!""值，包括复

值解、零解和负值解 1在以下的表述中，我们用!#$表

示对于同一个 # 的第 $ 个!# 值 1椐（!"）式所表示的

!!""，$的物理意义，!!""，$应为实数，故应舍去复值解 1
又因两个电子的相互作用为非零斥力，故零解和!#$

为负的解应舍去 1椐（!"）式和（!!0）式，有

!#$ . %&
+!""

&&
#)$( )

#$

!2&

，

’（"）(#$ . # 3( ))
& #$#$ 1

由 # . !""时计算所得!#$的值，代入上述公式可求

出对应的频率$#$和相对能量 ’（"）(#$ 1 当上式中质量取
自由电子质量时，所得结果见表 &，其中频率按大小
顺序排列 1与最大值!!""，! . !!!"#!) 对应的阱频为

,#,- $ !"!"45，接近实验中能实现的量级 1如果取囚
禁粒子为两 67离子，则表 &中所有的阱频将增加两
个数量级，达到 845量级 1表 &中不同频率$对应于

不同的能量 ’，如图 !中细虚线所示，它们近似成线
性关系 1为了进行比较，同理计算出 # . -"和 # . ("
时囚禁电子的频率和相对能量（见表 ) 和表 +），相
应的能量9频率关系分别如图 !中的实线和粗虚线
所示，它们也近似成线性关系 1显然，表 )和表 +中
的阱频值太大，目前实验难以实现 1若以 67离子质
量取代电子质量，对于表 )和表 +中的!值，（!"）式
给出的阱频将比表 )和表 +中的数值还要大两个数
量级 1

图 ! 细虚线表示 # . !""时频率9能量图，实线表示 # . -"时频

率9能量图，粗虚线表示 # . ("时频率9能量图，图像近似为三条
直线，表明对于同一 #，频率与能量成线性变化
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表 ! ! " #$$时的频率和能量值

序号 " !#$$，" "#$$，" %&’ #（$）(#$$，" %)* 序号 " !#$$，" "#$$，" %&’ #（$）(#$$，" %)*

# ###$+# ,+,- . #$#$ /+/0 . #$ 1 2 #/ #--+, !+2# . #$#! #+33 . #$ 1 #

! #$4$+2 ,+4! . #$#$ /+,2 . #$ 1 2 #3 #0$+! !+-/ . #$#! #+4$ . #$ 1 #

2 00/+4 #+20 . #$## 4+#0 . #$ 1 2 #, #3!+! 2+33 . #$#! !+2- . #$ 1 #

/ /,$+$ 2+-4 . #$## !+,$ . #$ 1 ! #0 #2/+, /+3/ . #$#! 2+$/ . #$ 1 #

3 2/2+0 ,+4, . #$## /+,, . #$ 1 ! #- ##0+/ 3+40 . #$#! 2+44 . #$ 1 #

, 2/!+- 0+$$ . #$## /+,- . #$ 1 ! #4 #$$+0 -+## . #$#! 3+/2 . #$ 1 #

0 2/#+2 0+$, . #$## /+02 . #$ 1 ! !$ -/+3 #+#3 . #$#2 0+0! . #$ 1 #

- 2$/+3 -+-- . #$## 3+4/ . #$ 1 ! !# ,-+- #+0/ . #$#2 #+#,

4 !-,+2 #+$$ . #$#! ,+0! . #$ 1 ! !! 32+0 !+-, . #$#2 #+4#

#$ !,3+0 #+#0 . #$#! 0+-$ . #$ 1 ! !2 24+! 3+2, . #$#2 2+34

## !/,+$ #+2, . #$#! 4+#$ . #$ 1 ! !/ !3+/ #+!0 . #$#/ -+3!

#! !!,+3 #+,$ . #$#! #+$0 . #$ 1 # !3 #!+/ 3+22 . #$#/ 23+0

#2 !$0+/ #+4# . #$#! #+!- . #$ 1 #

表 2 ! " -$时的频率和能量值

序号 " !-$，" "-$，" %&’ #（$）(-$，" %)* 序号 " !-$，" "-$，" %&’ #（$）(-$，" %)*

# 040+3 #+!4 . #$## ,+43 . #$ 1 2 #0 !2#+3 #+32 . #$#! -+!3 . #$ 1 !

! 0,0+/ #+24 . #$## $+03 . #$ 1 ! #- !#2+$ #+-# . #$#! 4+03 . #$ 1 !

2 ,#3+! !+#0 . #$## #+#, . #$ 1 ! #4 #4/+- !+#0 . #$#! #+#, . #$ 1 #

/ 3-2+# !+/# . #$## #+2$ . #$ 1 ! !$ #00+$ !+,2 . #$#! #+/# . #$ 1 #

3 30-+$ !+/, . #$## #+2! . #$ 1 ! !# #34+, 2+!2 . #$#! #+0# . #$ 1 #

, 33,+3 !+,, . #$## #+/2 . #$ 1 ! !! #/!+, /+$3 . #$#! !+#0 . #$ 1 #

0 3!$+- 2+$2 . #$## #+,2 . #$ 1 ! !2 #!,+$ 3+#- . #$#! !+04 . #$ 1 #

- 24$+! 3+/$ . #$## !+4$ . #$ 1 ! !/ #$4+- ,+-2 . #$#! 2+,0 . #$ 1 #

4 2-0+$ 3+/4 . #$## !+43 . #$ 1 ! !3 4/+$ 4+2$ . #$#! 3+$$ . #$ 1 #

#$ 2-!+! 3+,2 . #$## 2+$! . #$ 1 ! !, 0-+- #+2! . #$#2 0+#! . #$ 1 #

## 2/,+! ,+-, . #$## 2+,4 . #$ 1 ! !0 ,/+# !+$# . #$#2 #+$-

#! 22$+! 0+33 . #$## /+$, . #$ 1 ! !- /4+4 2+2$ . #$#2 #+0-

#2 2$-+3 -+,/ . #$## /+,3 . #$ 1 ! !4 2,+/ ,+!! . #$#2 2+2/

#/ !-4+# 4+-/ . #$## 3+!4 . #$ 1 ! 2$ !2+, #+/- . #$#/ 0+40

#3 !,4+3 #+#2 . #$#! ,+$4 . #$ 1 ! 2# ##+3 ,+!/ . #$#/ 22+3

#, !3$+2 #+2# . #$#! 0+$3 . #$ 1 !

表 !、表 2与表 /列出了由精确公式求出的阱频
和能量，这是一系列离散的值 5而在实际的实验中，
对外场频率的调节是可以连续进行的 5对于这些离散

值以外的阱频值，应该可以连续变化 5下节我们将以
精确解为基础，考虑阱频偏离这些离散值时对精确解

的一级微扰修正，从而得到相对运动的能带结构 5

,-3 物 理 学 报 33卷



表 ! ! " #$时的频率和能量值

序号 " !#$，" "#$，" %&’ #（$）(#$，" %)* 序号 " !#$，" "#$，" %&’ #（$）(#$，" %)*

+ ,-./. #/,# 0 +$++ +/1. 0 +$ 2 . +, +3./4 ./34 0 +$+. -/,1 0 +$ 2 .

. ,3./. #/-! 0 +$++ ./$. 0 +$ 2 . +! +#4/! ,/,4 0 +$+. +/+! 0 +$ 2 +

, ,#./# 4/4. 0 +$++ ./.# 0 +$ 2 . +# ++$/# 4/3, 0 +$+, ./.- 0 +$ 2 +

! ,,,/+ 3/!. 0 +$++ ./#. 0 +$ 2 . +4 -4/+ 1/-+ 0 +$+. ,/$, 0 +$ 2 +

# ,+,/- 1/,# 0 +$++ ./1, 0 +$ 2 . +3 1./+ +/.. 0 +$+, !/+# 0 +$ 2 +

4 .-#/+ -/!# 0 +$++ ,/.+ 0 +$ 2 . +1 41/# +/3# 0 +$+, #/-# 0 +$ 2 +

3 .34/4 +/$1 0 +$+. ,/4# 0 +$ 2 . +- ##/# ./43 0 +$+, -/$4 0 +$ 2 +

1 .#1/! +/., 0 +$+. !/+1 0 +$ 2 . .$ !,/+ !/!, 0 +$+, +/#$

- .!$/4 +/!. 0 +$+. !/1, 0 +$ 2 . .+ !$/3 !/-4 0 +$+, +/41

+$ ..,/$ +/4# 0 +$+. #/4. 0 +$ 2 . .. ,+/, 1/!+ 0 +$+, ./14

++ .$#/1 +/-! 0 +$+. 4/#- 0 +$ 2 . ., .$/+ ./$. 0 +$+! 4/13

+. +1-/$ ./,$ 0 +$+. 3/1. 0 +$ 2 . .! -/3- 1/#- 0 +$+! .-/.

! / 近似的能带结构

我们已经得到系统的一系列精确解，它们对应

于阱频值的一个无穷可数的点集 5考虑在该点集内
两相邻点"!"和"!，" 6 +之间连续变化阱频，即取频率

为"""!" 6!"!"!，" 6 +，代入（!7）式，略去二阶小量

（!"）. 项，得

#.

.$ (

8.$%

8 %. 6 # ( 2
+
. $ (".

!"%. 2 &.
!"%$

( )% $(

" ’（+）!"$(， （+#9）

’（+）!" " $ ("!"!"%. 5 （+#7）

由于 $ :!"""!"，可把 ’（+）!" 看作一级微扰，由量子

微扰法可以得到以精确分立谱为标记的能带结构 5
为此，先对波函数和能量作 ;9<=)>?@ABC@(D8>E?)(微扰
展开

$( "$(!" "$
（$）
(!" 6$

（+）
(!" ，

# ( " # (!" " #（$）(!" 6 #（+）(!" ， （+4）

式中$
（$）
(!" 与 #（$）(!" 是相对运动零级 BC@(D8>E?)(方程的

解，满足不考虑一级微扰（ ’（+）!" " $）的齐次方程

（+#9）（即（!7）式）5因此，它的精确解就是（++9）式和
（++7）式给出的波函数和能量（即零级解）5$

（+）
(!" 与

#（+）(!"则是对零级解的一级微扰修正 5根据最近提出

的量子微扰方法［+1，+-］，设齐次方程（+#9）的另一线
性无关解为

#$
（$）
(!" "$

（$）
(!"$

F

$
（$
（$）
(!"）

2. 8 %， （+3）

则有一级微扰修正的通解表达式［+1，+-］

$
（+）
(!" " .#$

（$）
(!"$

F

$$
（$）
(!"%（+）(!" 8 %

2 .$
（$）
(!"$

F

$
#$
（$）
(!"%（+）(!" 8 %，

%（+）(!" " ’（+）!"$
（$）
(!" 2 #（+）(!"$

（$）
(!" 5 （+1）

将（+4），（+3），（+1）三式代入（,）式，得到系统在两相
邻频率点"!"和"!，" 6 +之间的本征态

$ "$(!" "$)($(!" "$)(（$
（$）
(!" 6$

（+）
(!"）

"$CE$
（$）
(!" 6$CE$

（+）
(!"

"$CE$
（$）
(!" 6$ (CE .#$

（$）
(!"$

F

$$
（$）
(!"%（+）(!" 8 %

2 .$
（$）
(!"$

F

$
#$
（$）
(!"%（+）(!" 8 )% 5 （+-）

将（3），（++7），（+4）式代入（,）式，得到系统在
两相邻频率点"!"和"!，" 6 +之间的总能量

# " #(!" " #)( 6 # (!" " #)( 6 #（$）(!" 6 #（+）(!"
"（( 6 ! 6 .）#"!" 6 #（+）(!" 5 （.$）

（+-）和（.$）式中的$
（$）
(!" 与 #（$）(!" 的表达式分别见（++9）

式与（4）式，一级能量修正为

#（+）(!" "$
F

$$
（$）%
(!" ’（+）(!"$

（$）
(!" 8 %

" $ ("!"$
F

$$
（$）%
(!" %.$

（$）
(!" 8( )% !"5 （.+）

对于给定的离子质量和量子数，该式中括号内的量
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是一个常数 !当质量取自由电子质量，量子数取 ! "
#$$时，我们取表 % 中两相邻频率点!#$$，# " &’&( )
#$#$*+和!#$$，% " &’,% ) #$#$ *+作为例子，对应的两
相邻能量为 "（$）-#$$，# " .’./ ) #$0 1 23和 "（$）-#$$，% " .’&1 )
#$0 123!考虑到在这两个能量之间的离子趋于低能
态"
（$）
-#$$，#，我们将它作为零级解代入（%#）式（利用表

#中的系数），得
"（#）-#$$，# " %’1/441 ) #$0#.!!（23·5） （%%）

这里，$!!!!（&’,% 0 &’&(）) #$#$ " $’%. ) #$#$ *+，
即一级修正能量在零和

678｛"（#）-#$$，#｝" %’1/441 ) #$0#. ) $’%. ) #$#$

" $’4/ ) #$0.（23） （%1）
之间连续变化 !这个连续变化的能量修正构成表 %
中两相邻能量 "（$）-#$$，# " .’./ ) #$0 1（23）和 "（$）-#$$，% "
.’&1 ) #$0 1（23）之间的能带，带宽即为 678｛"（#）-#$$，#｝

" $’4/ ) #$0 .（23）! 由于 "（$）-#$$，# 9 678｛"（#）-#$$，#｝:
"（$）-#$$，%，在这两个相邻能量之间存在能隙，其宽度为

!" " "（$）-#$$，% 0 "（$）-#$$，# 0 678｛"（#）-#$$，#｝

" $’#$1 ) #$01（23）! （%.）
显然，该能隙宽度大于（%1）式中的带宽，约为后者的
#’(倍 !
（%$）式中的质心能量 ";<不影响能带宽度，即

对于给定的量子数 #，质心能量随频率连续变化 !因
此，由相对能量形成的能带和能隙即为系统总能量

的能带和能隙 !按照上述方法，我们可以得到以精确
的离散谱为基础的所有能带和能隙，他们形成系统

的能带结构 !

4 ’ 结论与讨论

考虑囚禁在 =7>? 阱中的两离子 =@A7B@5CDE-7;C
F@??2-量子门系统中的库仑关联，利用已知的级数截
断方法，我们设计新的数值程序计算了系统

G;H-IJE<K2-方程的精确解，得到接近目前离子阱实
验能够实现的阱频下系统分立的高激发运动态波函

数和能谱，它们对应于阱频值的一个无穷可数的点

集 !由于阱频可以在该点集内两相邻点之间连续变
化，我们以精确分立谱为基础，利用量子微扰法得到

与两相邻点之间的阱频相应的微扰解，包括对精确

本征态和本征能量的一级修正 !精确的点谱和在一
定间隔内连续变化的能量修正形成系统的能带结

构，包括较宽的能隙和较窄的带宽 !
已知囚禁离子系统是量子计算机物理实现的基

础系统之一，而在以冷离子系统为基础的量子计算

实验中，需要将运动初态冷却到基态［(，#.］!能带结构
的存在将影响以该系统为基础的量子逻辑操作和激

光边带冷却等问题，值得在实验研究中加以考虑 !
此外，我们的研究结果显示，随着量子数 ! 的增

大，与精确解相应的阱频值逐渐减小 !对于 #$(*+的
阱频，相应的囚禁 L2离子系统精确解的量子数 ! 估
计为 #%$以上 !应用本文提出的分析和数值方法，容
易求得不同量子数 ! 对应的精确解 !
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