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采用 )*+,+ 无穷维动力系统的惯性流形理论，证明了两个不相同的系统能实现广义同步化 -在两个系统具有

吸收集和吸引子的基础上，通过定义在一个函数类上的压缩映射的不动点得到了广义同步化流形，该流形是

./0123/45 光滑流形，而且具有不变性与指数吸引性 -数值仿真证实了所建立理论的正确性 -
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! A 引 言

自 !BB% 年 C*2@D, 和 E,DD@99［!］发现混沌系统可以

实现同步以来，混沌同步已成为非线性科学中的一

个热 点，并 先 后 提 出 各 种 同 步 化 概 念 和 同 步 方

法［"—&］-但已有的文献大多数讨论的是两个完全相

同 的 混 沌 系 统 的 完 全 同 步，即 FG （ /H*=4/2,9
1>=23D@=/5,4/@=）-由于在实际中难以产生出两个完全

相同的混沌系统，混沌系统之间常存在参数摄动、传

输信道失真等原因引起的不同步 - !BB& 年，I;9J@K 等

在 文 献［’］中 引 入 了 广 义 同 步（LG，M*=*D,9/5*H
1>=23D@=/5,4/@=）的概念，它刻画了两个混沌系统间更

广泛的动力学行为 -
定义 已知两个动力系统 ! 和 "，如果存在流

形 # N ｛（ !，"），" N!（ !）｝，它 包 含 至 少 一 个

O/9=@D 吸引子，则称 ! 和" 广义同步化，!是广义同

步函数，# 是广义同步流形 -
根据定义，广义同步实际上是指两个系统的状

态变量之间的函数同步 -因此，FG 可看作是 LG 的特

例 -目前关于广义同步的研究还很少，已有的结果或

者是根据数值计算，根据响应系统与辅助系统的完

全同步化来确定驱动系统与响应系统的广义同步

化［’］，或者讨论一些特殊的函数形式与反馈形式［(］，

尚未见到比较严格的数学理论 -由于在实际的物理、

化学、生物等复杂系统中存在着大量的广义同步化

现象，广义同步化可能更容易应用于保密通讯，也可

能与系统科学中图案的突现（涌现）现象有关，所以

进一步研究广义同步化理论是有实际意义的 -
本文采用 )*+,+ 的无穷维动力系统中惯性流

形理论［P］，研究了两个不相同的混沌系统在单向线

性耦合下的广义同步化问题，证明了在一定的参数

条件下，广义同步化流形的存在性，而且广义同步流

形是 ./0123/45 光滑的，具有不变性和吸引性 -

" -方法的描述

考虑以下线性耦合的两个不同混沌系统：

$·N %! $ Q &（$）， （!）

’·N %" ’ Q (（’）Q )（"$ < ’）， （"）

其中 $ N（*!，*"，⋯，*+）)",+
*，’ N（ -!，-"，⋯，-. ）)

",.
- ，%!",+ R + ，%"",. R .均为对角线元素小于零

的主对角矩阵，)",. R .，"",. R + 是耦合参数矩阵

且满足 )// ，"// S %，)/0 ，"/0 N %（ 0# /），&（ $），(（ ’）是足

够光滑的非线性函数 -
（"）式可改写为

’·N（%" < )）’ Q (（’）Q )"$
N 1%" ’ Q (（’）Q %6 $， （6）

其中，1%" N %" < )，令 2 N（ $，’）)，% N
%! %
% 1%( )

"

，则
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（!），（"）式成为

!·# "! $
#（$）

%（&( )）
$

%
""

( )$ ， （&）

（&）式的解定义了半群 ’（ (）：!%! !（ (），其中 !% 与

!（ (）分别是 ! 在初始时刻和 ( 时刻的解 ’为了推导

理论方法，先假定系统 $，& 是整体有界的，且分别存

在吸收集 )!，)( 和吸引子!!，!(，并且约定用 )·)表
示欧氏空间的范数 ’为了克服非线性项引起的困难，

对方程（!），（(）的非线性项进行截断 ’选择"* %，使得

)! 包含在 *+
,，而 )( 包含在 *-

. 中半径为"( 而中心在

原点的球内 ’选择 /+ 函数#：* $!［%，!］满足

%" 0 " !，

#（ 0）# !，

#（ 0）# %，0 # (，

,-.
0#%

)#/（ 0）)" (，

令#"（ 0）##
0( )
"

，##（ $）##"（ ) $ )）#（ $），%#（ &）#

#"（ ) ! )）%（&），""#$ ##"（ ) ! )）"" $，则（&）式修正为

!·# "! $
##（$）

%#（&( )）
$

%
""#

( )$ ， （0）

即

$·

&







·
#

"! %
% 1"( )

(
( )$& $

##（$）

%#（&( )）
$

%
""#

( )$ ，

（01）
当 ) $ ) 2"，) ! ) 2"时，方程（0）与（&）一致 ’ 当

) $ )#("时，#"（ ) $ )）# %，此时（0）式成为 $·# "! $，

&·# 1"( &，显然 !（ (）#（ $（ (），&（ (））3 以指数收敛于

半径为""#("的球中 ’容易得到以下的引理：

引理 !"# ## 和 %# 分别是 *+
,!*+

,，*-
.!*-

. 的

整体有界算子，即

,-.
$$*+

,

) ##（$）)" 2!，,-.
&$*-.

) %#（&）)" 2!，（4）

其中 2! 是与 3 无关的常数，则

引理 !"! ## 是 *+
,!*+

,，%# 是 *-
.!*-

. 的整体

56.,7869: 映射，#4 ##"（ ) $4 )）或#"（ ) !4 )），4 # !，(，其

中 2( 是与 3 无关的常数，则有

) ##!（$!）; ##(（$(）)" 2( ) $! ; $( )，

) %#!（&!）; %#(（&(）)" 2( ) !! ; !( )，（<）

定义 半群算子｛’（ (）｝(#% 的同步化流形是一个光

滑流形$（至少是 56. 的），它满足

!）$是不变的，即有 ’（ (）$%$；

(）$ 指数吸引（&）式的所有解，设 =6,9 表示距

离，即存在正常数 /! 与 /(，使得对于 !%$*+ $ -有

=6,9（’（ (）!%，$）" /! >?.（; /( (），& ( # %；

"）存在 56. 函数%，使得$ #｛（$，%（ $）），$$
*+

,｝’
要寻找同步化流形$，使它是由 56. 函数%：*+

,

!*-
. 的图构造而得的，即$ # @A1.8$（@A1.8 指函

数图像）’函数%作为一个算子是在函数类 56
7 上不

动点得到的，其中 56
7 是定义为满足以下条件的函

数类

)%（$）)" 7，&$ $ *+
,，

)%（$!）;%（$(）)" 6 ) $! ; $( )，

B-..%%｛$ $ *+
,，) $ )" &"｝， （C）

其中 7 * %，6 * %，B-.. 表示支撑集 ’
当 $（ (），&（ (）#%（ $（ (））满足（0）式时，! #

$（ (）$%（$（ (））即为（0）式的解 ’
设%$56

7，给定初始值 $%$*+
,，则由（0）式可解

得 $ # $（ (；$%），并且求得当 (!+时的解 &（ (）是有

界解，故

&（%）#’
%

;+
>?.（; 1"(&）｛#"（ ) ! )）［%（%（$））

$ "" $］｝=&， （D）

&（%）依赖于%$ 56
7，$%$ *+

,，映射 $%$ *+
,! &（%，

$%；%）$*-
. 记为 8% ’因此

8%（$%）# &（%）#’
%

;+
>?.（; 1"(&）｛#"（ ) ! )）

E［%（%（$））$ "" $］｝=&’ （!%）

寻找有关的条件使得：!）8 映射 56
7 到自身；(）8 在

56
7 上是压缩的 ’ 在 56

7 上引入距离(%! ;%(( #
,-.
$$*

+
,

%!（ $）;%(（ $），则 56
7 是一个完备的度量空

间，以下将对算子 8 的性质进行研究 ’

" ’广义同步化流形的存在性

引理 $"# 设 $%$*+
,，则

8%（$%） "
!
9（2! $" 3’ ）’ （!!）

证明

8%（$%） #’
%

;+
>?.（; 1"(&）#"（ ! ）

E［%（%（$））$ "" $］=&

"’
%

;+
>?.（9&）（2! $" 3’ ）=&
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!
!
!（"! "! #" ）， （!#）

其中 ! $ %&’｛( $%#（ &，&）｝，其中 $%#（ &，&）（ & $ !，#，

⋯，’）表示矩阵 $%# 中（ &，&）位置上的元素 )可取 ( $
"! "! #"

! ，则对#")*
(，有 +#（ ,*）! (，#,*"

-’
. )

现考虑 +#的支集性质 )
引理 !"# 对每个#")*

(，+#的支集包含在｛,

"-’
.， , !+!｝中 )
证明

/ $ , "#（ ,），如果 , , #!，则 / $［ , #

" #（ ,） #］!-# , #!，$!（ / ）$ *)现设 ,* , +!，

则在 0 的某个区间上有 ,（ 0） , #!，于是（.）式成

为 1, $ %! ,，,（ 0）$ ,（*）/01%!（ 0）)
对%2 *，#! 2 ,（*）! ,（%） /01（ !3%）!

,（%），!3 $ %&’｛( %!（ &，&）｝，& $ !，#，⋯，’ ) 因而

$!（ / ）$ *，#%!*，则由（.）式得 +#（,*）$ *)
引理 !"! 设 ,!，,#"-’

.，#!，##" )*
(，/& $ ,&

"#&（,& ），则

2$!（3!）( 2$#（3#）

!"4［（! " *） ,! ( ,# " $#! (##$］，

4$!（,!）( 4$#（,#）

!"4 ,! ( ,# ， （!4）

证明

令 5 $ 2$!（3!）( 2$#（3#） $ $!（ /! ）2（3!）

($!（ /# ）2（3#），分以下三种情况讨论：

（!）#!! /! 且 #!! /# ；

（#） /! 2 #!2 /# 或 /# 2 #!2 /! ；

（4） /! !#!且 /# !#!)

由于 /! %#!时，有$!（ /! ）$ *，$3 !
#
!

，则

得：

（!）5 $ *；

（#）5 $ $!（ /! ）2（ 3!）! $!（ /! ）2（ /!）

($!（ /# ）2（/#）!#!
( ! /! ( /# "!!#!

( ! "!

,! ( ,# "#!（,!）(##（ ,#）!"4［（! " *） ,! ( ,#

"$#! (##$］；

（4）由引理 #5# 知 5!"# /! ( /# !"4［（! "
*） ,! ( ,# "$#! (##$］)

（!4）式的另一不等式可以类似证明 )
现证 明 在 适 当 的 假 设 下，+ 是 从 )*

(& )*
( 的

6&1789&:; 映射且是压缩的 )
首先设# 固定，,*!，,*#" -’

.，,!（ 0），,#（ 0）是

（.）式满足初始条件 ,&（*）$ ,* &（ & $ !，#）的解 )令&
$ ,! ( ,#，则&满足方程

<&
< 0 $ %!& "$!（ ,! ）4（,!）($!（ ,# ）4（,#），

!
#

< & #

< 0 %( %! & # ( "4（! " *）& #，

可得当%!* 时，

&（%） !&（*）/01｛［( %! ( "4（! " *）］%｝)
（!+）

引理 !"$ 设 ! ( %! ( "4（! " *）, *，6 $
"4（! " *）" #"

! ( %! ( "4（! " *），则对#")*
(，,*!，,*#"-’

.，有

+#（,*!）( +#（,*#） ! 6 ,*! ( ,*# ) （!.）

证明

+#（,*!）( +#（,*#）

!’
*

(=
/01（( $%#%）［$!（ /! ）2（#（,!））

($!（ /# ）2（#（,#））" %4$! ,! ( %4$# ,#］<%

!"4（! " *）’
*

(=
/01（!%）&（%）<%

"’
*

(=
/01（!%） #" &（%）<%

!
"4（! " *）" #"

! ( %! ( "4（! " *）&（*）

!6 ,*! ( ,*# ) （!>）

由（!!），（!.）式和引理 45# 知 +#")*
( )

现证明 + 是 6&1789&:; 映射，为此考虑两个函数

#!，## 具有同一初始条件 )
令 ,& $ ,（ 0；#& ，,*），/& $ ,& "#&（,& ）（ & $ !，#）)

我们估计 +#!（,*）( +##（,*）的值 )
+#!（,*）( +##（,*）

!’
*

(=
/01（( $%#%）｛$!（ /! ）［2（/!）" %4 ,!］

($!（ /# ）［2（/#）" %4 ,#］｝<%

!"4’
*

(=
/01（( $%#%）［（! " *）&（%）

" #! (## ］<% " "#

?’
*

(=
/01（( $%#%）&（%）<%)

由于

<&
< 0 $ %!& "$!（ ,! ）4（,!）($!（ ,# ）4（,#），
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!
"

# ! "

# ! !$ "! ! " $ #% ! "

$ "! $"" ! ，

# !
# ! !$ "! ! $ #% ! $ "! $"" ，

因!（&）’ &，当#( &，

!（#） "
"! $""

"! ) #%
*+,［（$ "! $ #%）#］，（!-）

因此

$"!（%&）$ $""（%&）

"#%#
&

$.
*+,（$ &""# {）（! ) ’）"! $""

"! ) #%

/ *+,［（$ "! $ #%）#］) $"! $"" }$ ##

) ($#
&

$.
*+,（$ &""#）"! $""

"! ) #%

/ *+,［（$ "! $ #%）#］##

’ "! $" {"
#%（! ) ’）
"! ) #%

!
) $ "! $ #( )

%

)
#%

) ) ($
"! ) #%

!
) $ "! $ #( ) }

%

’ *0 "! $"" ，

其中

*0 ’
#%（! ) ’）
"! ) #%

!
) $ "! $ #( )

%
)

#%

)

) ($
"! ) #%

!
) $ "! $ #( )

%
，

要求 $ 在 +’
, 上是压缩的，即要求参数条件使

* " ’，*0 ( ! （!1）

成立，此时 $ 存在不动点 2

3 2广义同步化流形的不变性与指数吸

引性

现证明广义同步流形 # ’ 456,7"在 -（ !）作用

下是不变的，即 -（ !）#%#，并证明指数吸引系统

（8）式的所有轨道 2先证明 # 的不变性 2由于

"（%&）’#
&

$.
*+,（$ &""#）［.%（/（#，%&））

) "%%%（#）］##， （!9）

其中 /（#，%&）’ %（#，%&）)"（%（ !），%&）2
在（!9）式中将 %& 置换成 %（ !），且 %（#，%（ !，

%&））’ %（ ! )#，%&），则有

"（%（ !））’#
&

$.
*+,（$ &""#）［.%（/（#，%（ !））

) "%%%（#，%（ !））］##

’#
!

$.
*+,［$ &""（ ! $#）］［.%（/（#，%&））

) "%%%（#）］##，

上式 对 ! 求 导，/（ !）’ %（ !）) 0（ !），0（ !）’
"（%（ !））为（8）式的解，这表明 -（ !）#%# 2

为了证明 # 指数吸引（8）式的所有解，先叙述

方程的挤压性质 2我们定义锥&：

0! $ 0" "’ %! $ %" ，’ : &，%1& 23
4，01& 25

6 2 并

令’% ’ %! $ %"，’0 ’ 0! $ 0"，则

%
;· ’ %·! $ %·" ’ "!’% )%(（ %! ）7（%!）

$%(（ %" ）7（%"），

!
"

#
# !
’% " !$ "! ’% " $ #" ’% "

$ #" ’% ’0 ， （"&）

0
;· ’ 0·! $ 0·" ’ &"" 0

·)%(（ /! ）［.（/!）

) "% %!］$%(（ /" ）［.（/"）) "% %"］，

!
"

#
# !
’0 " "$ )’0 " ) #" ’0 "

)（#" ) ($ ）’% ’0 2 （"!）

如果(/ ’ /! $ /" 处在锥&的边界上，即 0! $ 0"
’’ %! $ %" ，由（"&），（"!）式得

!
"

#
# !［
’0 " $’" ’% "］

"$ )’0 " ) #" ’0 " )（#" ) ($ ）’0 "’$!

)’"［ "! ’% " ) #" ’% " ) #" ’% ’0 ］

"’0 "［$ ) ) "#" )（#"

) ($ ）’$! ) "! )’#"］，

令

) ’ ) $ "#" $（#" ) ($ ）’$! $ "! $’#" : &，

（""）

则
!
"

#
# !［
’0 " $’" ’% "］( &2即(/ ’’% )’0 仍处在锥

内 2 如 果(/ ’ /! $ /" 处 在 锥 & 的 边 界 外，即

0! $ 0" :’ %! $ %" 2
由（"!）式可得

!
"

#
# !
’0 " "$ )’0 " ) #" ’0 "

)（#" ) ($ ）’$! ’0 "，（"%）

令*’ ) $ #" $（#" ) ($ ）’$ " : &，则

’0（ !） " 0（&） *+,（$ "*!），

(/（ !） " ’0’$! " ) ’0) "
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! !!（"） # $!%" & ’()（%""）*
因此我们得以下定理（挤压性质）

定理 !"# 当条件（&&），（&+）式成立时，对于方

程（,），以下不等式成立

或者

!!（ "） #!!#（ "）， （&-）

或者

$$（ "） #!!（ ""） # $!%" & ’()［%"（ " % ""）］*
（&,）

定理 !"$ 方程（,）的两个不同解 $#（ "），$&（ "）
满足

$$（ "） ! $#（ "）% $&（ "） ! %（ "）$" % %（ "）&"
#’()（’# "） $" % &" * （&.）

证明

#
&

/
/ "［
!# & $ !! &］

# (# !# & $ )(& !! &

$ &（*& $ +# ）（!# & $ !! &）

#’#（!# & $ !! &），

其中 ’# ! 01(｛&（*& $ +# ）， (# ， )(& ｝，故有

%（ "）$" % %（ "）&" # ’()（’# "） $" % &" *
将（&.）式应用于满足 ""# "#& "" 的一切 "，其中 ""
! 23&4（&’#），设当 $" #,， &" #,（, 由以下决

定），取! ! #
5 ，令 # $!" % & ’()（ %$""" ）! #

& ，则当"

%$"! #
""
23 & # $!" &

!
时挤压性质成为

!#（ "）% !&（ "）

# ##（ "）% #&（ "） 45， （&6）

%（ "）$" % %（ "）&"
# $" % &" 4&， （&5）

其中 $"& ,- $ .，&"& ,- $ .， $" # ,， &" # ,，""
# "#& "" *

固定 , ! -$$ /，（,）式的轨道最终将进入 ,- $ .

中以 0 为 原 点 -$为 半 径 的 球 内，设 $" #-$，

%（ "）$" #-$*首先证明对任何 "#（ ""# "##& ""），有

/789（%（ "）$"，*）# /789（$"，*）4&，

其中 /789（%，*）! 73:｛% % & ：& & *｝*
为此选取 &" 使 $" % &" ! /789（ $"，*），&" !’1&" $

&（’1&"），其中’1：,- $ .( ,-
2，)3 ! 4 %’1：,- $ .( ,.

5

为投影算子 *我们要证明 ’1&" #-$*
用 反 证 法：如 果 ’1&" ; -$ ; ’1$" ，则

&（’1&"）! "，&" !’1&" *
另外存在’，" <’< # 使 ’1&’ ! -$，&’ !’’1$"

$（# %’）&"&,-
2，则有&（ &’）! "，因此 &’&*，且

&’ % $"
&

! &’ %’1$"
& $ )3$"

&

! ’’1$" $（# %’）&" %’1$"
& $ )3$"

&

! （# %’）（ &" %’1$"） & $ )3$"
&

< &" %’1$"
& $ )3$"

& ! &" % $"
&，

上式与 &" % $" ! /789（ $"，*）矛盾，故 ’1&" #-$*
因 &（’1（ &"））#/，则

&" # ’1&" $ &（’1（ &"）） # -$ $ / ! , *
对 %（ "）$"，%（ "）&" 应用挤压性质（&6），（&5）式，如

果（&5）式成立，/789（ %（ "# ）$"，*）# %（ "# ）$" %
%（ "#）&" # $" % &" 4& ! /789（$"，*）4&；

如果（&6）式成立，利用（&.）式，得到

/789（%（ "）$"，*）

# %（ "#）$" %［’1%（ "#）$" $&（’1%（ "#）$"）］

# )3%（ "#）$" %)3%（ "#）&"
$ &（’1（%（ "#）&"）%&（’1（%（ "#）$"）

#（#45 $ 6）’1%（ "#）&" %’1%（ "#）$"

# %（ "#）$" % %（ "#）&" 4-

# $" % &" 4& ! /789（$"，*）4& *
对任意的 "% ""，" ! -"#，""# "##& ""，有

/789（%（ "#）$"，*）

#（#4&）- /789（$"，*）

! ’() % "
"#( )23& /789（$"，*）

#’() % "
& ""( )23& /789（$"，*）， （&=）

（&=）式给出了指数为
#
& ""

23&，最后得到定理 ->+ *

定理 !"% 设条件（&&）与（&+）式成立，并设 " <
6 < #45，则存在 / ; "，使 #）7 映射86

/ 到86
/；&）7 在86

/

中具有一个不动点；+）* ! ?@1)A&是系统（#）和（&）

的广义同步化流形 *

, *数值例子

对于驱动系统（#）和响应系统（&），构造如下的

辅助系统

.·! (& . $ 9（.）$ +（## % .）* （+"）

当系统（&）与（+"）在不同的初始条件下达到完全同
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步时，系统（!）与（"）即达到广义同步 #
由于 $%&’() 系统、*+’( 系统存在着吸收集和吸

引子［,］，因此，若选择其作为本文中的驱动与响应系

统，则理论推导成立 # 我们进行了数值模拟，结果与

理论推导一致，如下

图 ! （-），（.），（/）分别为驱动系统、响应系统的三维图和辅助系统的三维图，（0）是响应系统与辅助系统的误差图，（’）是驱动系统

与响应系统的误差图

!）选择两个参数不相同的 $%&’() 系统作为驱动

与响应系统，则

驱动系统 !：

"·! 1!!（2 "! 3 ""），

"·" 1 2!! "! 2 "" 2 "! "4，

"·4 1 2 #! "4 3 "! "" 2 #!（ $! 3!!

{
），

（4!）

响应系统 %：

&·! 1!"（2 &! 3 &"）3 ’!（"! "! 2 &!），

&·" 1 2!" &! 2 &" 2 &! &4 3 ’"（"" "" 2 &"），

&·4 1 2 #" &4 3 &! &" 2 #"（$" 3!"）

3 ’4（"4 "4 2 &4










），

（4"）

辅助系统 (：

)·! 1!"（2 )! 3 )"）3 ’!（"! "! 2 )!），

)·" 1 2!" )! 2 )" 2 )! )4 3 ’"（"" "" 2 )"），

)·4 1 2 #" )4 3 )! )" 2 #"（$" 3!"）

3 ’4（"4 "4 2 )4










），

（44）

取!! 1 !5，$! 1 "6，#! 1 6
4 ；!" 1 "5，$" 1 78 # ,"，#" 1

6
4 ；’! 1 ’" 1 ’4 1 !8，"! 1"" 1"4 1 595"，则各个系

统的三维图和误差图见图 !（-—’）：

"）选取 $%&’() 系统为 ! 系统，*+’( 系统为 % 系

统，则驱动系统 ! 同（4!），

响应系统 %：

&·! 1!"（2 &! 3 &"）3 ’!（"! "! 2 &!），

&·" 1（ $" 2!"）&! 3 $" &" 2 &! &4 3 ’"（"" "" 2 &"），

&·4 1 2 #" &4 3 &! &" 3 ’4（"4 "4 2 &4

{
），

（47）

辅助系统 (：

)·! 1!"（2 )! 3 )"）3 ’!（"! "! 2 )!），

)·" 1（ $" 2!"）)! 3 $" )" 2 )! )4 3 ’"（"" "" 2 )"），

)·4 1 2 #" )4 3 )! )" 3 ’4（"4 "4 2 )4
{

），

（48）

取!! 1 !5，$! 1 78 # ,"，#! 1 6
4 ；!" 1 48，$" 1 "6，#" 1

4；’! 1 ’" 1 ’4 1 !4 # 8，"! 1"" 1"4 1 5958，则各个系

统的三维图和误差图见图 "（-—’）#

8,8" 期 李 芳等：两个不相同系统的广义同步化



图 ! （"），（#），（$）分别为驱动系统、响应系统的三维图和辅助系统的三维图，（%）响应系统与辅助系统的误差图，（&）驱动系统与响

应系统的误差图

’ (结 论

系统间的广义同步化已经引起了人们越来越多

的注意，关于这方面的研究也有了一定的成果 (但大

部分的文章只给出了如何构造广义同步系统，而对

于系统间存在广义同步化的光滑性、不变性和指数

吸引性均没有研究 (本文给出了两个不相同的系统

能实现广义同步化的理论证明，并证明了在一定的

参数条件下广义，广义同步流形具有光滑性、不变性

和指数吸引性，数值仿真与理论推导相一致 (我们也

证明了广义同步流形缺少光滑性后具有 )*+%&, 连续

性，详细理论推导将另文给出 (

［-］ .&$/," 0 1，2",,/++ 3 0 -445 !"#$ ( %&’ ( (&)) ( !" 6!-
［!］ 7"8 7，1" 9 : !55- *+), !"#$ ( -./ ( #$ -!;<（8= 2>8=&?&）［戴

栋、马西奎 !55- 物理学报 #$ -!;<］

［;］ 3"/ 2 )，0@ A B，0@ A ) !55! *+), !"#$ ( -./ ( #% -C4<（ 8=

2>8=&?&）［陶朝海、陆君安、吕金虎 !55! 物理学报 #% -C4<］

［C］ D@"= 9 .，)& E )，F@ A !55; *+), !"#$ ( -./ ( #& !<-6（ 8=

2>8=&?&）［关新平、何宴辉、邬 晶 !55; 物理学报 #& !<-6］

［G］ 08 D )，9@ 7 1，H>/@ I . !55C *+), !"#$ ( -./ ( #’ ;<4（ 8=

2>8=&?&）［李国辉、徐得名、周世平 !55C 物理学报 #’ ;<4］

［’］ B#",#"=% 1 J K，L@+M/N O P，I@?>$>8M 1 1 -44’ !"#$ ( %&’ ( Q #’

C!6
［<］ 0@ A D，98 E D !55; 0",1$，-12.)1/$ ,/3 45,+),2$ %( 6!G
［6］ 3&R"R L -466 *662 ( 7,)" ( -&5.&$（O&S E/,M：IT,8=U&,VW&,+"U）

T’6
［4］ 2>&= D L，0X A ) !55; 8"& 9#/,:.+$ */,2#$.$，01/)512 ,/3

-#/+"51/.;,).1/ 1< (15&/; 4,:.2#（Y&8Z8=U：I$8&=$& .,&??）T4-（ 8=

2>8=&?&）［陈关荣、吕金虎 !55; 0/,&=[ 系统族的动力学分析、

控制与同步（北京：科学出版社）T4-］
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