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在小变形条件下，采用 *+, 的非线性应力应变关系，计及横向 -+../+0 效应，借助 123/45+0 变分原理导出了非线

性弹性圆杆波导中的纵向波动方程 6 利用 728+9/ 椭圆余弦函数展开法，对该方程与截断的非线性波动方程进行求

解，得到了两类非线性波动方程的准确周期解，它们可以进一步退化为孤波解 6

关键词：非线性波，-+../+0 效应，728+9/ 椭圆余弦函数
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! 国家自然科学基金（批准号：("%)$")’）和山西省自然科学基金（批准号：$""#("((）资助的课题 6

! 通讯联系人 6 ;<32/4：=> ? 4@ .+AB6 8+3

( C 引 言

$" 世纪 ’" 年代非线性波的研究取得了举世瞩

目的成就，揭示了许多重要而有趣的新现象，并在物

理学和工程学许多领域得到了实际应用 6 在固体力

学领域，非线性波的研究也引起了不少学者的关注 6
在固体结构中，非线性因素来源于诸多方面，如材料

的物理非线性，有限变形引起的几何非线性，运动学

非线性和边界约束条件非线性等 6 等截面弹性直杆

是应用时最重要的结构元件，对于杆中非线性波的

传播问题，国内外学者从不同的方面进行了许多重

要的研究［(—("］6 由初等理论给出的经典的弹性杆的

波动方程是线性的、非色散的 6 为了改善初等理论

的结果，D2E4F/GA［((］考虑了横向惯性，提出了一种校

正方案，得到了第一模态在波数趋于零时的二阶近

似 6 H+IF［($］基于能量的考虑，导出了计及横向惯性

的杆的运动方程 6 实际上，当压缩波沿杆纵向传播

时，由于 -+../+0 效应，将会伴随有横向运动，横向运

动不仅对杆的动能有贡献（D2E4F/GA<H+IF 杆），而且

由于波剖面的不均匀性会产生横向剪切，从而对应

变能也有贡献 6 本文同时考虑这两种横向效应产生

的几何色散，并计及由三次非线性本构关系产生的

物理非线性，借助 123/45+0 变分原理导出了弹性杆

的非线性纵向波动方程 6

在非线性波动问题中，对非线性演化方程的定

性分析和寻找其精确解占有很重要的地位 6 近年

来，对于常系数非线性演化方程，发展了许多求解准

确解的方法，但是这些方法大都只能求得非线性波

动方程的冲击波解或孤波解，不能求得非线性方程

的周期解 6 文献［(#—(&］虽然求得了一些非线性波

动方程的准确周期解，但他们应用的是 JF/FK.5K2..
椭圆函数，求解过程相对来说比较繁琐 6 本文对圆

杆波导由应力应变关系导致的物理非线性和横向惯

性、横向剪切效应共同作用下的非线性波的波动方

程进 行 了 研 究，利 用 728+9/ 椭 圆 余 弦 函 数 展 开

法［(’—$"］，得到了该方程的准确周期解以及相对应的

孤波解 6

$ C 非线性弹性杆的纵向波动方程

考虑一无限长、等截面圆杆的纵向运动，认为变

形是微小的，并作如下基本假定：

(）变形前的平截面在变形过程中始终保持平

面；

$）计及 横 向 -+../+0 效 应，取 径 向 位 移 !" L

? #"!!
!$ ，! L !$ 为轴向位移，则横向剪切应变为

! L !
!"

!$ L ? #"!
$ !
!$$ 6
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杆的运动是轴对称压缩，由于考虑了横向效应，

弹性杆单位长度的动能为纵向运动动能和横向运动

动能两项之和
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其中，" 为杆的半径，!为材料密度，& 为 )*++,*- 比，

’ 和 # 分别为轴向和径向坐标，% 为时间，( !!"$ 为

圆杆截面面积 .

令"!"$
"’ 为杆的轴向应变，假定轴向应力#和

应变"之间服从 /*0［1］提出的三次非线性关系

# ! )" & *"$ & +"2， （$）

其中 )，*，+ 为材料常数 . 非线性弹性杆单位长度

应变能由下式给出：
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其中$为材料的剪切模量，上式最后一项是由于横

向 )*++,*- 效应产生的剪切应变能 .
利用 345,67*- 变分原理，
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经变分运算后给出的 896:; 方程可以得到圆杆波导

的纵波运动方程
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方程（<）是一个包含两项非线性项的波动方程，它同

时计入了横向惯性、横向剪切两种色散效应的影响 .

如果令轴向应变 / !"!"$
"’ ，代入上式，则
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其中 0" ! ) >!，0# !$>!分别为线性纵波波速和剪

切波速 . 它表明在纵波传播过程中剪切波也在传

播，这是由 )*++,*- 效应引起的 . 若在（=）式中略去非

线性项，得
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假定（?）式有形如 1:0@［,（ 2’ ’&%）］的解，可以得到

&A2 关系
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其中 2 为波数，显然& !&（ 2）是非线性实函数，因

此（?）式的解代表一个线性色散波，而（=）式表示一

个非线性效应和色散效应共同作用的波动过程，其

中的非线性项产生于本构关系（$），属物理非线性，

而色散项是由于计入了横向 )*++,*- 效应而导致的

几何色散效应 .

2 B 非线性支配方程的准确周期解

假定方程（=）有如下形式行波解

/ ! /（’）， ’ ! 2（’ ’ 0%）， （C）

其中 2 为波数，0 为波速 . 将（C）式代入（=）式，则得
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将上式展开

2$ %( /
%’

( &(#
%$ /
%’

$ & $($
%/
%( )
’

$

& / %$ /
%’

[ ]$

& 2(2 $/ %/
%( )
’

$

& /$ %$ /
%’

[ ]$ ! "， （#"）

其中

(# ! ’
$（ 0$ ’ 0$"）

&$ "$（ 0$ ’ 0$#）
，

($ ! $*
!&

$ "$（ 0$ ’ 0$#）
，

(2 ! $+
!&

$ "$（ 0$ ’ 0$#）
， （##）

将 /（’）展开为下列 D4E*F, 椭圆余弦函数 E-’的级数
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它的最高阶数为
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类似地，有
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由（"%）式的解代入方程（"(），使其中的最高阶导数

项和最高阶非线性项平衡，也就是

# & % ! ## & ’ 即 # ! "， （")）

故方程（"(）的解可写成
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其中 %（( 2 % 2 "）为模数 - 把（",）式和（"/）式代入方程（"(），有
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令（"3）中 *+!各次幂的系数为零，由此可得到

$" ! 4 ’
"!#

&%， $( ! . "’

#"#
，

&’ !
#"""# ."

’
’

#"#（" . ’%’）
， （"5）

代入（",）式后得
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这就是方程（"(）的精确周期解，显然当"# 6 ( 时，

（’(）式成立 - 因为当 %"" 时，*+!"78*9!，所以当

% ! "，则（’(）式退化为
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显然这是方程的孤波解 - 将（""）式代入（"5）式，可

得到 $(，$"，& 的值，即
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则非线性波动方程（"(）的孤波解为
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显然只有当 ( 6 (" 且 ,’#（ (’ . (’( ）& ’)’ 6 ( 时，

（’#）式成立 -

% : 截断的非线性波动方程的孤波解

如果在应变能函数（#）中略去轴向位移梯度的

高阶项 !/
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同上一节，将 !（!）展开为下列 !"#$%& 椭圆余弦函数

#’!的级数
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由（-.）式的解代入方程（+/），使其中的最高阶导数

项和最高阶非线性项平衡，显然有
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故方程（+/）的解可写成
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当 ) ; )) 或者 ) : )- 时，（16）式成立 *

5 < 结果与讨论

本文利用 =">&?@$’ 变分原理，在同时考虑非线

本构关系和横向 A$77&$’ 效应影响的情形下，导出圆
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杆波导的非线性波动方程 ! 由于横向惯性和横向剪

切同时引入，使得圆杆波导中存在两种几何色散 !
非线性效应与色散效应相互作用、相互抑制，使得圆

杆波导中可能有稳定传播的孤立波存在 !
本文利用 "#$%&’ 椭圆余弦函数的有限展开，得

到了圆杆波导的非线性波动方程以及截断的非线性

波动方程的准确周期解，这些周期解也可以退化为

孤波解，并讨论了这些解存在的条件以及适用性 !
从理论上证明了同时考虑几何非线性和物理非线性

时，圆杆波导中可能存在稳定传播的孤立波 !
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