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射频脉冲的频率选择性直接影响磁共振成像的质量，而射频脉冲的优化设计又归结为对 *+,-.方程的求解 /尽
管在某些情况下 *+,-.方程存在解析解，但由于其缺乏通用性而且形式上过于复杂而难于得到实用 /本文提出一种
*+,-.方程的精细时程积分算法，并结合全局优化算法给出一个完整的射频脉冲设计方案 /精细积分算法具有高
效、高精度的特点，对于射频脉冲的设计很有裨益 /数值算例表明，设计所得的射频脉冲具有较好的频率选择性 /
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! @ 引 言

射频脉冲的优化设计是磁共振成像技术中非常

重要的课题之一，设计出一个具有良好频率选择性

的射频脉冲对于最终的成像质量至为关键 /理想的
频率选择脉冲应该只在选定的频率范围内均匀激

发，而在选定范围之外尽量不产生激发 /有关射频脉
冲的设计，最早采用了 A,;B67B变换的方法，这一方
法简单直观，但由于自旋系统在时变磁场作用下的

非线性响应特性［!］，基于 A,;B67B变换的射频脉冲设

计方法只是在小翻转角时的一种近似；而且理论和

实验均表明［"，&］：在射频场的照射下，自旋体系的弛

豫会受到不同程度的影响，而弛豫的变化会进一步

对激发频谱（片选轮廓）产生影响 /基于以上考虑，为
保证脉冲激发频谱计算的正确性，采用通过求解同

时考虑射频场作用和弛豫效应的 *+,-.方程的方法
来设计射频脉冲是很有必要的 /
作为核磁共振现象的控制方程，*+,-.方程描述

了自旋系统核磁矩在变化的磁场作用下的响应行

为 /对于任意形状的脉冲激励，*+,-.方程自身的非
线性使得对其求解十分困难 /虽然 C,BB6=［D］于 !’’D
年给出了一组关于 *+,-. 方程的解析解，但并不能
涵盖所有的物理情况，而且过于复杂的形式也限制

了在实际中的应用 /
E,;+>［!］和 C58=:67+?［(］等首先倡导通过直接求解

*+,-.方程来进行脉冲的优化设计，F5GB6.58［$］则进
一步说明 *+,-.方程的数值解法是决定射频脉冲设
计效率的关键［$］/对于 *+,-. 方程的求解，H;8I73
J;>>5法、摄动法等常规算法均在此有所应用［)，0］，然
而由于方法本身的局限，上述提到的这些方法或者

在求解时数值精度无法保证，或者适用范围有所限

制（如需要忽略驰豫效应、翻转角不能超过某一阈

值、脉冲轮廓限定为某几类等等），并不能提供一个

令人满意的解决方案 /
本文应用精细时程积分，给出一种对于 *+,-.

方程的通用、高效的数值解法，并在此基础上给出一

个完整的射频脉冲优化设计方案 /文末对几种脉冲
所做的频谱仿真以及轮廓优化设计的算例表明精细

积分算法用于 *+,-. 方程的求解是有效的，设计所
得的脉冲具有较好的频率选择性 /
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!" 射频脉冲激发频谱的计算

!"#" 射频脉冲的频率选择性

在旋转坐标系下，#$%&’方程可以表示为
(!
( ! )!! *（"+#（ !）" , "+$（ !）# ,!"- $）

.
%#" , %$ #

&!
.
（%’ . %-

’）$
&+
， （+）

其中，%为自旋体系的核磁矩，%#，%$，%’ 分别为在

旋转坐标系 #，$，’ 轴上的分量，"，#，$ 即是沿 #，$，’
轴上的单位矢量，%-

’ 是自旋体系在热平衡状态下的

磁矩矢量；&+，&! 分别是自旋体系纵向与横向弛豫时

间；!为旋磁比；!"- 是由磁场的不均匀性而造成的

当地磁场与主磁场 "- 的差值，而 "+#（ !），"+$（ !）分
别是作用于 # 轴和 $ 轴方向的射频脉冲强度 /
设定射频脉冲作用时间 !!（ . & 01 2!，& 01 2!），并

定义"为其翻转角

" )"
&01 2!，

&. 01 2!
!"+（ !）( !， （!）

如果射频脉冲的作用时间 & 01较短（即 & 01远小于 &+，

&!，此时可以采用绝热近似）且翻转角"较小，#$%&’
方程（+）存在解析形式的近似解

%#$（& 01 2!）) 3!%-
’ 456（. 3!!"- & 01 2!）

*"
&01 2!

. &01 2!
"+（ !）456（3!!"- !）( !， （7）

其中

%#$ ) %# , 3%$，"+ ) "+# , 3"+$， （8）
由（7）式可以看出，在绝热及小翻转角近似下，射频
脉冲的频谱即是其轮廓（包络线）的 9%:0340变换 /早
期的射频脉冲设计便是基于这一观点，直接取所需

片选轮廓的 9%:0340变换作为射频脉冲的 /
;%:$<曾在文中指出［+］：当射频脉冲的翻转角小

于 7-=时，#$%&’方程可近似为线性处理，但随着翻转
角的增加（特别当翻转角大于 >-=时），#$%&’方程的
非线性也显著增强，此时 9%:0340变换的方法会致使
激发频谱与理想片选轮廓之间存在很大的偏差 /

!"!"$%&’(方程的精细时程积分

将 #$%&’方程（+）表示为如下矩阵———向量形式
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单独拿出矩阵中的时变部分并视为激励项考虑，即
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其中

’&（ !，%）)（ ’ , &+（ !）%），

% )

%#

%$

%









’

，’ )
-
-

%-
’ 2&









+

，

&- )

. +2&! !!"- -

.!!"- . +2&! -
- - . +2&









+

，

&+（ !）)

- - .!"+$（ !）

- - !"+#（ !）

!"+$（ !） .!"+#（ !）









-
，

（A）
方程（@）的解可以写为如下递推形式：

%（ !(,+）) 456（&-#）·%（ !(）

,"
#

-
456（&-（# .$））’&（ !( ,$）($，

# ) !(,+ . !(， （B）
（B）式右端项中 ’& 含有待求向量 %，是 C%$<400D型的
积分方程 /对形如上式的积分方程做具体的逼近，可
以分为如下两个步骤：

+）首先由指数矩阵的精细计算方法计算出脉冲
响应矩阵 456（&-#），指数矩阵的精细计算是精细时
程积分［>］的核心内容之一，其要点在于指数函数的

加法定理即运用 !) 类算法［+-］的运用以及通过对矩

阵、向量的增量而不是其全量的处理来避免舍入误

差的干扰 /简述实施过程如下：
由指数矩阵函数的加法定理可以给出

456（&-#）#［456（&-%）］*，% )#2*， （>）
其中 * 为任意正整数，当前可选用

* ) !)，例如选 ) ) !-，则 * ) +-8B?A@，（+-）

#本来是不大的时间区段，则%)#2* 将是非常小
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的一个时间区段了 !对于!的区段有
"#$（!%!）! "! &（!%!）&（!%!）’ (’

&（!%!）) ()！&（!%!）* (*！，（++）
由于!很小，幂级数的前 ,项展开式应已足够 !此时
指数矩阵与单位阵 "! 相差不远，故

"#$（!%!）! "! & #，

# -（!%!）&（!%!）’ (’

&（!%!）) ()！&（!%!）* (*！，（+’）
其中 # 阵是一个极其小量的矩阵，是增量，当它与
单位阵 "! 相加时，就会成为其尾数，在计算机的舍

入操作中，其精度将丧失殆尽 !为避免丧失有效精
度，在 "#$（!%"）的计算过程中，应当将增量单独存
储予以保留，也即采用如下递推公式：

# - ’# & # . #，（ " - +，’，⋯，#） （+)）
在循环结束的最后，再执行

"#$（!"）- " & #， （+*）
便得到了待求的指数矩阵 !由于 # 次乘法后 # 已不
再是很小的矩阵了，这个加法已没有严重的舍入误

差了 !以上便是指数矩阵的精细计算方法 !
指数矩阵用处很广，是最经常计算的矩阵函数

之一 !对此已经提出了很多算法，但仍不够理想 !文
献［++］给出了 +/种可疑算法，但在其后的著作［+’］中
仍显示问题并未解决 !采用如上所述的精细积分算
法则不会出现任何问题，而且其数值结果可以超过

现有计算机字长所决定的精度，从某种意义上说，也

就是得到了计算机上的精确解 !
’）对于右端的积分项，可以先利用多项式、指数

函数、三角函数等，将能予以精确积分的项先做出

来，文献［+)］给出了相应于各种函数核的 0123"445积
分方程解答；然后，可采用类同于差分类的算法，例

如单步法、多步法、预估6校正等方法用于（7）式右端
项的剩余部分 !
分析上面提到的关于 8219:方程的完整求解过

程，可以发现差分类的算法的应用是造成误差的唯

一来源，一般说来这是不可避免的，但需要特别指出

的是：在实际的脉冲设计中，由于 ;<=的射频发生
器只能发射有一定宽度的矩形脉冲，而对于非矩形

脉冲，均近似为以其为包络的分段定常脉冲，即如图

+所示（图中 $+（ %）已做无量纲化处理，所以在纵坐
标中没有标其单位，同样，图 ’至图 /均采用同样处
理，以下不另作说明）!基于这样的考虑，在每一个小
的矩形脉冲作用时段内，（>）式中的 !+（ %）可视为与

时间无关的定常项而归于 !% 中，如此则在每一个

小矩形脉冲作用时段内，由精细时程积分可以一步

即算得结果，并能够保证其精度等同于计算机意义

上的精确解 !

图 + 分段定常脉冲

)? 射频脉冲的优化设计方案

本文以 8219:方程的精细时程积分为核心分析
模块，结合全局优化算法解决射频脉冲的优化问题，

具体的步骤如下：

+）设定待设计的射频脉冲 $+（ %）的轮廓曲线为
某类函数的组合，比如矩形窗函数、@1A4B"4级数、小
波尺度函数族等等 !以 @1A4B"4级数为例，即

#$+（ %）- ’!(& 4C {· ’% &"
#

! - +
［’! 91D（!$%）

& (! DBE（!$% }）］， （+,）

式中 # 表示 @1A4B"4级数的展开项数，此时射频脉冲
的设计问题就归结为关于待定系数 ’%，’!，(! 的优

化问题了 !
’）采用 8219:方程的精细时程积分来计算特定

函数组合下，射频脉冲所对应的激发频谱 !
)）针对某种理想的目标频谱，设定出一种目标

函数来衡量所设计出的射频脉冲的优劣，本文取计

算所得射频脉冲频谱与理想频谱的均方差为优化问

题的目标函数 !
*）采用基于信息熵的多种群遗传算法［+*］，求出

待定系数的最优组合方案，从而得到最优的射频脉

冲设计 !遗传算法是一种通用性强的全局优化算法，
在此的应用可以保证射频脉冲的优化设计能够收敛
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到最优解，而信息熵及多种群空间收缩技术的引入

可以在避免遗传进化早熟现象的同时加快收敛速

度，从而提高脉冲设计的效率 !

" # 数值算例的结果及讨论

!"# $矩形脉冲激发频谱的计算机仿真

分析射频脉冲的设计流程可以看出：通过求解

$%&’(方程计算出射频脉冲的激发频谱是整个设计
方案的核心模块 !现以 ! 轴方向矩形!脉冲为例，
验证运用精细积分求解 $%&’(方程并模拟其频谱的
有效性 !对于矩形脉冲，其频谱存在解析式［)*］，在此
设定脉冲作用时间为 )+,-并采用绝热近似，图 .给
出矩形脉冲激发频谱的解析解与精细积分解，可以

看出，基于精细积分的计算机模拟频谱与解析解符

合得很好（实际上对于该算例，二者在计算机字长所

决定的精度范围内是没有任何误差的），这是射频脉

冲设计的基础 !

图 . 矩形!脉冲的解析与计算机模拟频谱

!"%" 脉冲的优化设计

以 ! 轴方向!/.脉冲为例，参考文献［)0］，定义
其理想的激发频谱如下：

"#（"!）1 )， 2"! 2! "!/$ 34，

"!#（"!）1 +，0!/$ 34 ! 2"! 2! .+!/$ 34，

（)0）
而 "!/$ 34! 2"! 2!0!/$ 34为转换区，频谱没有定义，

即如图 5所示 !
分别取 $) 1 5+++,-，$. 1 .++,-，脉冲作用时间

图 5 %/.脉冲理想激发频谱

$ 34 1 )+,-，并对于（)*）式取不同的 6&73893展开项数

&，列出计算结果如表 ) !
表 ) 不同截断项数的 6&73893系数优化结果

& 1 : & 1 ; & 1 < & 1 )+
’+ +#.*++ +#.5*" +#.5:: +#.5+0
’) +#<+0" +#:55< +#0<;+ +#:;0)
’. = )#";+" = )#"<5) = )#";+. = )#*"*;
’5 +#.;"+ +#*+*) +#*5*: +#";<+
’" +#+*5+ +#+.;5 +#+.;< +#+5.:
’* +#+"0: = +#++.) = +#+)." +#+);"
’0 = +#+)<+ = +#+5"5 = +#+.0* = +#+"""
’: = +#++<. +#+):: +#+."+ +#+)0+
’; +#+++< +#++.. = +#++55
’< +#++5" = +#++):
’)+ = +#++)5
() = +#*.:. = +#;<+< = +#<5:5 = +#;+5;
(. = +#:";" +#..;" +#5).+ +#+++0
(5 +#*:.0 +#.*0: +#."++ +#5**;
(" = +#+";* = +#+0:: = +#+;++ = +#+:+5
(* +#++"* = +#+*.+ = +#+*50 = +#+""0
(0 = +#+0++ +#+.0) +#+55. +#++0"
(: +#+)50 +#++00 +#++.+ +#+)+5
(; = +#++)" = +#++*. = +#++.)
(< +#++"0 = +#++))
()+ = +#++)+

以 & 1 ;为例，给出经过优化设计后!/.的脉冲
轮廓及激发频谱 !由图 "可以看到，优化后的射频脉
冲在外形上与传统的 >?7--@A8B’ 形脉冲差别很大；
通过图 *则可以看出，优化后的激发频谱在选定的
区域激发较为均匀，旁瓣很小，与理想的频谱很接

近，其频率选择性比 >?7--@A8B’形脉冲要好很多 !

!"& $脉冲的优化设计及弛豫效应的影响

在现有的各种射频脉冲的设计方法中，大多数

没有考虑自旋系统的弛豫效应 !由于在一般情况下，
自旋系统的弛豫时间会比射频脉冲的作用时间大 )
至 .个数量级，因此忽略掉弛豫效应不会带来太大
的误差 !然而在某些特殊的场合，弛豫时间可能与脉
冲的作用时间相当，此时弛豫效应会对脉冲的激发

:;;.期 陈杰夫等：$%&’(方程的精细时程积分及其在射频脉冲设计中的应用



图 ! 优化后的!"#脉冲轮廓

图 $ 优化后的!"#脉冲激发频谱

频谱、进而对优化设计产生很大影响［%&，%’］( )*+,- 方
程的精细时程积分没有忽略掉弛豫效应，并且保证

了很高的精度，这使得基于精细积分算法的脉冲设

计方案有很广的适用范围 (

图 . !# / #012时的!脉冲激发频谱

本文在此以 " 轴方向的!脉冲为例，其理想的

激发频谱定义为

#$（"!）/ 3 %， 4"! 4! !!"! 56，

#$（"!）/ %，.!"! 56 ! 4"! 4! #0!"! 56，

（%&）
设定 !% / 700012，% / ’，脉冲作用时间 ! 56 / %012，
分别针对不同的横向弛豫时间 !# 做出优化计算，

并列出相应的 8+95:;5系数如表 # (

表 # 不同横向弛豫时间的 8+95:;5系数优化结果

!# "12 #0 %00 $00 #000

&0 0<!=#! 0<!=0. 0<!=!0 0<!=#7

&% 3 0<=!00 3 0<$7#. 3 0<.!%! 3 0<$.’=

&# %<%=#= 0<’7$. 0<=%.! 0<’7$$

&7 3 %<0#%= 3 0<&.$7 3 0<&&#0 3 0<’%$#

&! 0<#&.! 0<0#0# 0<070% 0<0$=#

&$ 3 0<0==’ 0<0!&# 0<07&. 0<07!&

&. 0<0%&! 3 0<0#%& 3 0<00&& 3 0<0%$&

&& 3 0<0!$. 3 0<077% 3 0<07&0 3 0<07&$

&’ 3 0<00&0 0<00’! 0<000& 3 0<00=0

’% 3 0<&%7# 3 %<$#== 3 %<!7== 3 %<!.7#

’# 0<.%.= %<0&$7 %<%!7’ %<%%.&

’7 0<!#&& 0<.%’% 0<.0&0 0<$7’=

’! 3 0<%0!’ 3 0<###. 3 0<###$ 3 0<%=%’

’$ 0<0$0$ 0<0#%% 0<0#.. 0<070=

’. 0<0!7! 0<0==7 0<0=!& 0<0=$’

’& 0<0!7% 0<007! 0<0%$= 0<0%7&

’’ 0<0!&! 0<00’% 0<0%&$ 0<0#$&

图 & !# / %0012时的!脉冲激发频谱

图 .至图 =分别给出相应于表 #的脉冲激发频
谱，由图及表中数据可以看到：随着弛豫时间 !# 的

变化，对应的 8+95:;5 系数的优化结果有较大的变
化，其激发频谱也有所不同，从而说明考虑自旋系统

的弛豫效应对于射频脉冲的设计是很有必要的 (

’’’ 物 理 学 报 $$卷



图 ! !" # $%%&’时的!脉冲激发频谱 图 ( !" # "%%%&’时的!脉冲激发频谱

$) 结 论

射频脉冲的优化设计是磁共振成像技术的一个

重要研究方向，对于该课题，已有很多报道，也有一

些很好的方法在实际中得到了广泛的应用，比如当

前最具代表性的 *+,方法［-(］和逆散射方法［"%］.然而
有关射频脉冲设计的研究工作并非就此终结，现有

的这些算法也远非完美，在数值精度、适用范围等等

方面仍有局限［"-］.本文给出一个基于 /0123 方程的
精细时程积分的射频脉冲设计方案，算例显示出计

算所得的脉冲具有较好的频率选择性 .对于某些特
殊的场合，本文的算法有望发挥其独特的效用 .

本文的第一作者在中国科学院研究生院期间，丁克诠先

生给予了指导和帮助，在此表示衷心的感谢 .
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