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借助 ()*+,-)*./) 软件，在 01/23456变换的基础上采用多线性变量分离（(789）方法，得到了（% : "）维修正
8,;,3<=>?<=.2<=系统的一个含低维任意函数的新的精确解 @选取合适的多值函数，构造出新型的折叠子，对其进行
了分类并且研究了各种类型的二折叠子之间的完全弹性碰撞 @另外还给出了折叠子与隐形折叠子的相互作用 @最
后把 (789方法推广到一个新的（" : "）维非线性系统 @
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!国家自然科学基金（批准号："#&#"#$#）资助的课题 @

" A 引 言

自从 "B’’ 年 0<.*. 等［"—!］得到了（% : "）维
C)=,D>9*,E)F*;<5（C9）系统中所有方向都指数衰减的
6F<-.<5解，关于（% : "）维局域激发模式［$，&］的研究
才日渐丰富起来 @已经发现了 6F<-.<5 解、34-G 解、
圆锥曲线孤子、呼吸子、瞬子和尖波（G,)2<5）孤子等
等，不过这些激发模式是针对单值情况而言的 @可是
在自然界中常常会出现各种无法用单值解来描述的

折叠现象 @例如海浪在某个方向会以多值函数折叠，
再如折叠蛋白质、大脑皮层和流体表面的泡沫等等 @
最近，7<4等［H，I］已经发现并定义了几类（% : "）维多
值局域激发模式———折叠孤立波和折叠子 @如果折
叠孤立波具有弹性碰撞性质，则称该折叠孤立波为

折叠子 @需要更深入研究的问题包括：折叠孤立波和
折叠子是否存在于其他非线性系统？是否能发现新

型的折叠孤立波和折叠子？它们相互作用的性质如

何？为部分解决上述问题，本文研究如下的（% : "）
维修正 8,;,3<=>?<=.2<=（-8?）系统［’］：
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并且对折叠子进行了分类，还研究了各种类型的二

折叠子之间的完全弹性碰撞，同时给出了折叠子和

隐形折叠子之间的相互作用 @

% A -8?系统（"），（%）的精确解

对于非线性系统而言，叠加原理不再成立，而且

一个微小扰动都可能造成后继时刻行为的巨大差

异，这使得对其进行解析研究变得相当困难 @也就是
线性系统中的 L<4F.,F 变换方法和变量分离方法均
不能直接应用于非线性系统 @不过近 $#年间在孤立
子理论中逐渐建立了一些解析求解的有效方

法［B—"&］，其中，著名的反散射方法［B—""］可以看作非

线性 L<4F.,F变换方法 @但是，非线性系统的变量分
离方法研究一直进展不大 @直到最近才在几个方面
得到了发展，如 7)M对的非线性化方法［"H］、对称约束
方法［"I］、形式变量分离方法［"’］、多线性变量分离

（(789）方法［$—I］@需要特别指出的是，(789方法是
一种极其重要而且有效的推广方法 @下面我们利用
(789方法［H，I］研究 -8?系统（"），（%）@首先把 !，$
展开为
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这里 !! " # $ %为方便起见，记
! "!（"，#，$），
% " %（"，#，$），

&# "&#（"，#，$），
’# " ’#（"，#，$）%

令种子解｛&# " &，’# " ’&（ "，$）｝且取多线性变量
分离形式为

! " (& ’ ($ )（"，$）’ (( *（#，$）

’ () )（"，$）*（#，$）， （*）

% " +& ’ +$ )（"，$）’ +( *（#，$）

’ +) )（"，$）*（#，$）% （+）
利用 ,-./01-.!2- 软件，由方程（(）可以得到约束
条件
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由方程（$）可以得到
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图 $ 钟形折叠子的三维图形（-）和当 # " &时相应的二维图形（5）

从而我们可以取
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这样，已经得到（( ’ $）维 178系统如下的多线性变
量分离解：
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这里的 )")（"，$），*"*（#）为任意的函数 %下面我
们将对场量 &（ "，#，$）的各种新型折叠子进行分
类，并且研究其相互之间的完全弹性碰撞 %

) = 折叠子及其弹性碰撞

为简单起见，我们仅讨论

, " # !·:; $ ’ !)（"，$）*（#）
$ # !)（"，$）*（#[ ]）

" (->2.-;［)（"，$）*（#）］ （$(）
的折叠子及其碰撞性质 %考虑到 )（"，$），*（#）为任
意函数，从而取多值函数为

) " -$ ?02/(［! # -( $］， （$)）

" "! # -) .-;/［!］， （$@）

* " ?02/(［"］， （$*）
# "" # (.-;/［"］% （$+）

可以得到三种典型的单折叠子，分别为钟形（50::）折
叠子、尖波（A0-BC;）折叠子和圈（:CCA）折叠子 %这里，
我们只对 " 方向考虑折叠的程度，由（$*），（$+）式可
知，在 # 方向该局域激发模式均具有圈折叠子结
构 %由（$)）式表明 -$ 为折叠子振幅的大小和方向 %

（$@）式中的 -) 表示 " 方向的折叠程度，随着 -) 的

增大，折叠程度从无到有并且逐渐增大 %依次为钟形
折叠子（图 $）、尖波折叠子（图 (）和圈折叠子（图 )）%

图 $、图 (和图 )分别取 -$ "
$
4，-$ " $和 -$ " (，其
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他的参数取值为 !! " !# " $，" " %&当 !$ ’ % 时，分 别为反钟形折叠子、反尖波折叠子和反圈折叠子 &

图 ! 尖波折叠子的三维图形（(）和当 # " %时相应的二维图形（)）

图 # 圈折叠子的三维图形（(）和当 # " %时相应的二维图形（)）

下面我们考虑各种类型的二折叠子之间的相互

碰撞行为 &取如下的多值函数：

$ " %$ *+,-!［!］. %! *+,- [! ! / " ]! ， （$0）

& "! / %# 1(2-［!］/ %3 [1(2- ! / " ]! ，（$4）

’ " *+,-!［"］， （$5）
# "" / !1(2-［"］& （!%）

（$0），（$4）式中 %$，%! 表示二折叠子的振幅和方

向，%#，%3 表示二折叠子的类型 &例如固定参数 %$

" %# " !，%! " %3 " $，则可以得到如图 3—图 4所示
的尖波6圈折叠子相互之间的弹性碰撞 &

同样可以得到其他的二折叠子相互弹性碰撞行

为（记为折叠子 $6折叠子 !），这里的折叠子 $、折叠子
!可以分别为钟形折叠子、反钟形折叠子、尖波折叠
子、反尖波折叠子、圈折叠子和反圈折叠子中的任一

种 &限于篇幅，略去各种二折叠子相互作用的图像 &
最后，如果取多值函数

$ " *+,- [! ! / " ]! ， （!$）

& "! / ($ 1(2-［!］/ (! [1(2- ! / " ]! ，（!!）

’ " *+,-!［"］， （!#）
# "" / !1(2-［"］， （!3）

图 3 当 " " / $7时的尖波6圈折叠子的位置（(）和"" %时相应的二维图形（)）
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图 ! 当 ! " # $时的尖波%圈折叠子的弹性碰撞（&）和!" ’时相应的二维图形（(）

图 ) 当 ! " ’时的碰撞状态（&）和!" ’时相应的二维图形（(）

图 * 当 ! " $时的尖波%圈折叠子进行分离（&）和!" ’时相应的二维图形（(）

图 $ 当 ! " +)时的尖波%圈折叠子均有了相位移动（&）和!" ’时相应的二维图形（(）
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可以给出各种类型的折叠子与隐形折叠子的相互作

用 !例如取 !" # !$ # $，有圈折叠子和隐形折叠子的
弹性碰撞（如图 %—图 "& 所示）!限于篇幅，这里略
去其他类型的图像 !类似的分析见文献［"%］!

图 % 当 " # ’ "(时只能观察到圈折叠子（)）和!# (时相应的二维图形（*）

图 "( 当 " # ’ +时圈折叠子与隐形折叠子发生了碰撞（)）和!# (时相应的二维图形（*）

图 "" 当 " # (时碰撞形成的状态（)）和!# (时相应的二维图形（*）

图 "$ 当 " # +时圈折叠子向右逐渐远离隐形折叠子（)）和!# (时相应的二维图形（*）
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图 !" 在 ! # !$时只能观察到已经有了向右相位移动的圈折叠子（%）和!# $时相应的二维图形（&）

’( 总 结

借助 )%*+,-%*./%软件，在 01/23456变换的基础
上采用 )789方法，得到了（: ; !）维 -8<系统一个
含低维任意函数的新的精确解 =选取合适的多值函
数，构造出新型的折叠子，对其进行了分类并且研究

了各种类型的二折叠子之间的完全弹性碰撞 =另外
还给出了折叠子与隐形折叠子的相互作用 =
这里用到的 )789方法可以推广到（! ; !）维非

线性系统，例如对于如下系统［:$］：

"! ; "### ; ""#$# > ""%%# # $， （:?）

%! # "#， （:@）

$! # > "%， （:A）
拥有变量分离解

"（#，!）#（35［,&! > ’（#）］> 35［,&! ; ’（#）］）!，（:B）

%（#，!）#（35［,&! > ’（#）］> 35［,&! ; ’（#）］）#，（:C）

$（#，!）#（35［,&! > ’（#）］; 35［,&! ; ’（#）］）#

;!
# &·’（#D）> ’!（#D）

"’E（#D）
6#D = （"$）

这里的 ’（#），& 任意 =
对于如何在自然界中实现或观察到本文得到的

折叠子和它们的物理应用均有待作进一步的研究 =

［!］ 0F.*. )，7,F5 G G H，)%I*.5% 7 (! )* !CBB +,-. = /(!! = J !"# ’":
［:］ K.,*%I.5*% G，K.IF*% L !CC$ +,-. = /(!! = J !$% :"A
［"］ K.,*%I.5*% G !CC$ +,-. = /(!! = J !$& !!"
［’］ 7F4 9 M :$$$ +,-. = /(!! = J #’’ C’
［?］ N%5O P M，7F4 9 M，Q+%5O M (! )* :$$: +,-. = 0(% = R (( $’@@$!
［@］ 7F4 9 M :$$" 1 = +,-. = 2：3)!, = ’(4 = "( "BAA
［A］ N%5O P M，7F4 9 M :$$" 1 = 3)!, = +,-. = $$ ’$$$
［B］ 0F.*. )，)%I*.5% 7，H,-S.5,33. T (! )* :$$$ +56&((7849. 6: !,(

;65<.,6= 64 >64*84()58!-，?4!(95)@8*8!- )47 2** A,)!：A$(4!- B()5.

):!(5 >CCDE ’AC（7,//,：UFI36 9/.,5*.V./）S!:C
［C］ W%I65,I X 9，WI,,5, G )，YI4Z2%3 ) [ (! )* !C@A +,-. = 0(% =

/(!! = !& !$C?
［!$］ 7%\ H [ !C@B F6GG"4 = +"5( 2==* = 3)!, = #! ’@A

［!!］ Q%2+%IF] 8 R，9+%&%* J 0 !CA: E6%8(! +,-. = 1C+A "$ @:
［!:］ 034-%5 W U，Y4-,. 9 !CBC E-GG(!58(. )47 D8::(5(4!8)* CH")!864.
（<,^ MFI2：9SI.5O,I_8,I3%O）

［!"］ K.IF*% L !CA! +,-. = 0(% = /(!! = #’ !!C:
［!’］ U,.ZZ G，N%&FI )，X%I5,]%3, W (! )* !CB" 1 = 3)!, = +,-. =

#$ ?::
［!?］ X3%I2ZF5 H J，YI4Z2%3 ) [ !CBC 1 = 3)!, = +,-. = ") ::$!
［!@］ X%F X U !CC$ E&8 = F,84) J "" ?:B
［!A］ X+,5O M，7. M 9 !CC! +,-. = /(!! = J !’% ::
［!B］ 7F4 9 M，X+,5 7 7 !CC$ 1 = 3)!, = +,-. = $) @’C!
［!C］ N%5O P M :$$" +,-. = /(!! = J "!$ :B@
［:$］ K.IF*% L，K4 P 0，N%5O P M :$$" 1 = 3)!, = 24)* = 2==* =

#** ":@
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