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非线性演化方程的许多行波解可以写成满足投影 *+,,-.+方程的两个基本函数的多项式形式 /利用这一性质，
通过建立一般的椭圆方程与投影 *+,,-.+方程解之间的关系，导出了一个构造这些解的新方法 /该方法对类型!的
方程和类型"的方程均有效，同时也回答了如何求出非线性演化方程分式形式椭圆函数解的问题 /

关键词：非线性演化方程，椭圆函数解

!"##：$0&$1，$")$，!!)$

!国家重点基础研究发展规划（批准号："$$&230!4$$$）资助的课题 /

# 567-+8：9:;<:=>8+ ?4%4@A-<BB/ ,B7/ ,=

! C 引 言

最近，刘式适等［!—’］提出了 D-,BE+ 椭圆函数展
开法，求得了一大类非线性波动方程的周期解，包括

对应的冲击波解和孤立波解，并指出此方法适用于

只含有偶数阶导数项或只含有奇数阶导数项的非线

性演化方程［&］/文献［%］提出了“秩”的概念，而文献
［(］将 D-,BE+椭圆函数展开法应用的方程类型进行
推广，指出只要方程是“秩”同类的，即属于类型!，
就可用 D-,BE+椭圆函数展开法进行求解 / 对于“秩”
异类的方程，一般不具有 D-,BE+椭圆正弦函数展开
形式的解，但有可能具有双曲正切函数展开形式的

解 /这样，对奇数阶导数项和偶数阶导数项同时存在
的方程，只要它们各项的“秩”是同类的，也可能具有

D-,BE+椭圆函数展开形式的解 /
文献［%］中提出了方程“秩”的概念 /设非线性演

化方程的一般形式

!（"，"#，"$，"##，"#$，"$$，⋯）F $， （!）

式中 ! 是关于变元 "，"#，"$，"##，"#$，"$$，⋯的多项

式 /在行波变换

"（$，#）F "（!）， （"）

! F %（$ ?"#） （0）
下，（!）式约化为如下的常微分方程：

&（"，"G，"H，"#，⋯）F $， （&）

其中“G”为 9"
9!

/（&）式中的任何一项可用通式表示

（不考虑其系数）为

"%$（"G）%!（"H）%"⋯（"（’））%’，

其中 %( 是非负整数，于是可定义该项的“秩”为

$%$ I !%! I "%" I ⋯ I ’%’ / （’）

实际上就是该项中 " 的各阶导数与其相应幂次乘
积之和（可以认为 " 为自身的零阶导数）/ 有了“秩”
的概念，我们就可以把所研究的非线性方程分为两

种类型：（!）类型!，简称“秩”同类，即各项的“秩”
的取值要么全为偶数要么全为奇数；（"）类型"，简
称“秩”异类，即各项的“秩”的取值为奇数与偶数混

合 /显然，只含有奇数阶导数项或只含有偶数阶导数
项的非线性方程是属于类型!的 /
本文进一步考虑非线性演化方程 D-,BE+椭圆函

数解的求解问题，受文献［4］中结果的启发，我们发
现对于所有多项式形式和可化为多项式形式的非线

性演化方程，本文所提出的这类 D-,BE+椭圆函数解
都是可能存在的，不必区分他们是否为类型!的方
程还是类型"的方程 /同时我们还回答了文献［)］中
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提出的如何获得分数形式 !"#$%& 椭圆函数解的
问题 ’

( ) 新 !"#$%&椭圆函数解的求解方法

所谓新 !"#$%&椭圆函数解的求解方法不过是投
影 *&##"+&方程求解法［,-—,.］的一个修改 ’投影 *&##"+&
方程为

!/（!）0 "!（!）#（!）， （1）
#/（!）0 $ 2 "#(（!）3 %!（!）， （4）

式中 "，$，% 为任意常数 ’
我们知道，一般的 !"#$%&椭圆函数方程［,5］为

"/ (（!）0 &- 2 &("(（!）2 &.".（!）’ （6）
不难验证，对任意的非零常数 ’，当

&- 0 3 "$7

,1 %( ’(
，

&( 0 "$
( ，

&. 0 3 "%( ’(
$

时，方程（1），（4）具有如下的 !"#$%&椭圆函数解：

!（!）0
$
( % 2 ’"（!），

#（!）0
’"/（!）

"$
( % 2 "’"（!）

，
（8）

式中 !，# 满足关系

#(（!）0 3 $
" 2 ( %

" !（!）3
%(
"$!

(（!）’ （,-）

当

&- 0 "$(

6 %’，

&( 0 "$
( ，

&. 0 "%’
(

时，方程（1），（4）具有如下的 !"#$%&椭圆函数解：

!（!）0
$
( % 2 ’"(（!），

#（!）0
( ’"（!）"/（!）
"$
( % 2 "’"(（!）

，
（,,）

式中 !，# 满足关系

#(（!）0 3 $
" 2 ( %

" !（!）’ （,(）

从文献［,5］中可知，对于常数 &-，&(，&. 的不同

选择，我们可以得到文献［,5］中所列出的所有 !"#$%&

椭圆函数解 ’再由常数 "，$，%，’ 的任意性可知，投
影 *&##"+&方程（1），（4）具有上述 !"#$%&椭圆函数所
给出的由（8）和（,,）式确定的解 ’细心的读者不难看
到，其实投影 *&##"+& 方程（1），（4）具有的解还远不
止这些 ’为了行文上的方便，文中只给出由方程
（1）—（,-）或方程（1）—（6）及（,,），（,(）所确定的非
线性演化方程的 !"#$%&椭圆函数解，而不去讨论具
体常数 &-，&(，&. 的不同选择下的结果 ’
下面我们以典型的 9:;<方程和 9:;<=>?@AB@C

方程为例说明方法的有效性 ’

7 ) 9:;<方程和 9:;<=>?@AB@C 方程的
新 !"#$%&椭圆函数解

!"#" $%&’方程

9:;<方程
() 2#(( (* 2$(*** 0 -， （,7）

文献［5］讨论了该方程 .种 !"#$%&椭圆函数解，下面
利用我们提出的方法求解此方程 ’首先利用变换（(）
式并积分一次，（,7）式变为

+(
$(D 2#(7

7 3%( 3 , 0 -， （,.）

式中 , 为积分常数 ’
设

(（!）0 -- 2 -, !（!）2 ., #（!）’ （,5）
将（,5）式代入到（,.）式并利用（1），（4），（,(）式得

+($(D 2#(
7

7 3%( 3 ,

0#
-7
,!7

7 (2 .,#-(
,# 2

7+($-, "( % 2 (#.(, -, % 2#"-- -(
,)" !(

(2
（1., "#-- -, 2 (#.7, % 2 7., "( +($%）#

7"

2
(#.(, -- % 3 +($-, "( $ 2#"-(

- -, 3#.(, -, $ 3%"-,)" !

2
（3 7., "% 3#.7, $ 2 7., "#-(

-）#
7"

2#
"-7

- 3 7%"-- 3 7#.(, -- $ 3 7,"
7" 0 -’ （,1）

由此可得一代数方程组，

#-7
, 0 -，

.,#-(
, 0 -，

7+(
$-, "( % 2 (#.(

, -, % 2#"-- -(
, 0 -，

1., "#-- -, 2 (#.7
, % 2 7., "( +(

$% 0 -，
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!!!!
" "# # $ $!

""" %! & %!%"!
# ""

$!!!
" "" & $#%"" & #，

$ ’!" %# $!!’
" & % ’!" %!"!

# & #，

!%"’
# $ ’#%"# $ ’!!!

" "# & $ ’’% & #( （")）
求解此代数方程组可得下列一组解：

’ & #，
"# & #，

"" & #，

!" & * %$ $ ’"
!! !
，

# & $!
"%&
! ， （"+）

式中 $ 为任意常数 (再由（""）式得到 ,-./方程一

个如下形式的解：

("（)，*）& * ! +$ $ ’"
!! !
$ $ ) $ $!

"%&
!( )( )* $0 $ ) $ $!

"%&
!( )( )*

&
! # % +$! $ ) $ $!

"%&
!( )( )*

( （"1）

将（"2）式代入到（"3）式并利用（4），（)），（"#）式得

$!
"(5 %!(’

’ $#( $ ’

& $
（4$!

""" %! #! % ’!!!
" "" #! $!%&"’

"）,’

’%& ($
（$ ’!" %!&"!

" %!!’
" #! % 4!" %! $!

"#!）-
’%&

%
$!%&"# "!

" $ !!!!
" "" #& $ ’$!

""" %! #& %!!!
" "# #! )%& ,!

($
（$ ’!" %! $!

"#& $ 4!" %!&"# "" $ !!!’
" #&）-

’%&

%
$ !!!!

" "# #& $!%&"!
# "" %#%&"" %!!!

" "" &! % $!
""" %! &! )%& ,

$
（!!’

" &! $ ’!" %!&"!
# % ’!" %#&）-

’%& $
’!!!

" "# &! $!%&"’
# % ’#%&"# % ’’%&

’%& & #( （!#）

由此可得一代数方程组，

4$!
""" %! #! % ’!!!

" "" #! $!%&"’
" & #，

$ ’!" %!&"!
" %!!’

" #! % 4!" %! $!
"#! & #，

$!%&"# "!
" $ !!!!

" "" #& $ ’$!
""" %! #&

%!!!
" "# #! & #，

$ ’!" %! $!
"#& $ 4!" %!&"# "" $ !!!’

" #& & #，

$ !!!!
" "# #& $!%&"!

# "" %#%&""

%!!!
" "" &! % $!

""" %! &! & #，

!!’
" &! $ ’!" %!&"!

# % ’!" %#& & #，

’!!!
" "# &! $!%&"’

# % ’#%&"# % ’’%& & #(
（!"）

求解此代数方程组可得如下两组解：

"# &"
’$"%
!

!&
4"! &，

"" &" #$ 4"%
!!& ，

!" & #，

# & $!
"%&
! ，

’ & #； （!!）
"# & #，

"" & * #$ ’"%
!!! &，

（!’）
!" & * $% $ ’"

!! !
，

# & $!
"%&
! ，

’ & #(
这里 $ 为任意常数 (再由（1）式得到 ,-./方程如下
形式的解：

(!（)，*）&"
’$"%
!

!&
4"! % * #$ 4"%

!!&

(6 &
! # % +$ $ ) $ $!

"%&
!( )( ) )*
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! " !"# #!$
"! (% # # & $ #%

!$%
%( )( ) )’ ，（%&）

(’（&，’）! " "# ’!$
%"! (% %

%" ( !# # & $ #%
!$%
%( )( ) )’

" #$ $ ’!
%!"

!#) # & $ #%
!$%
%( )( )’

$%
%" ( $!# # & $ #%

!$%
%( )( )’

*

（%+）
显然，这里得到的解（%&）式对于特别选取的常数 $，
%，"，#，! 恰好对应着文献［+］中所得到的 &种解，而
其他的解则是该方程的新解，特别是解（%+）式，这种
形式的 ,-./01椭圆函数解作者尚未见过报道 *

!"#" $%&’()*+,-+.方程

注意到 2345方程是类型!的，下面考虑一个
类型"的方程：23456789:;9<方程［#］

(’ ( (% (& ("(&& (!(&&& ! =* （%#）

同样，利用变换（%）式并积分一次，（%#）式变为

#%
!(> ("#() ( (’

’ $$( $ ) ! =， （%?）

式中 ) 为积分常数 *
设

(（%）! *= ( *@ +（%）( ,@ -（%）* （%A）

将（%A）式代入（%?）式并利用（#），（?），（@%）式得

#%
!(> ("#() ( (’

’ $$( $ )

!
*’
@ +’

’ (( ,@ *%
@ - (

%,%
@ *@ " ( ’#%

!*@ $% " ( $*= *%
@ )$ +%

((
（%,’

@ " ( ’$% #%
!,@ " ( ’$% #"*@ ( #$,@ *= *@）-

$

(
$ ,%

@ *@ % ( #",@ "$ $ #%
!*@ $% % ( %,%

@ *= " $$$*@ ( $*%
= *@ )$ +

(
（$ ’$$,@ $ ,’

@ % ( ’$,@ *%
=）-

’$ (
$ ’)$ ( $*’

= $ ’,%
@ *= % $ ’$$*=

’$ ! =* （%B）

由此可得一代数方程组，

*’
@ ! =，

,@ *%
@ ! =，

%,%
@ *@ " ( ’#%

!*@ $% " ( $*= *%
@ ! =，

%,’
@ " ( ’$% #%

!,@ " ( ’$% #"*@

( #$,@ *= *@ ! =，

$ ,%
@ *@ % ( #",@ "$ $ #%

!*@ $% %

( %,%
@ *= " $$$*@ ( $*%

= *@ ! =，

$ ’$$,@ $ ,’
@ % ( ’$,@ *%

= ! =，

$ ’)$ ( $*’
= $ ’,%

@ *= %

$ ’$$*= ! = *

（’=）

求解此代数方程组可得下列一组解：

*= !""% $ %
’! !
，

*@ ! =，

,@ ! " #$ $ ’!! % ，

$ ! ’!
% %$#% $"%

#!
，

) !""
（"% ( B!

% %$#%）
@A!

$ %
’! !
，

（’@）

式中 # 为任意常数 *于是在积分常数

) !""
（"% ( B!

% %$#%）
@A!

$ %
’! !

时，由（@@）式得到 23456789:;9<方程一个如下形式
的解：

(@（&，’）!""% $ %
’! !

" % !# $ ’!! %
# # & $ ’!

% %$#% $"%

#!
( )( )’ #) # & $ ’!

% %$#% $"%

#!
( )( )’

%
% " ( !#% # & $ ’!

% %$#% $"%

#!
( )( )’

* （’%）

将（%A）式代入到（%?）式并利用（#），（?），（@=）式得
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!!
!"" #"!"$ # "%

% &#" & #

’ &
（%$!

( %( &! # )!!
!’! %( &! & ’(%%

(）)%

%’( (&
（$%

( &! # )’! !!
!$( &! & %’$( (%!

(）*
%’(

#
& %!!

!’! %( &( & ’(%* %!
( # $!

( %* &! # !"$( &! ’ & !$!
( %( &( )’( )!

(&
（& !$%

( & & %’! !!
!$( & & )’$( %* %( & %’! !"%(）*

%’

#
$!
( %( ( & ’%!

* %( & !"$( &’ # !!
!’! %( ( ##’%( & !$!

( %* & )’ )

&
（$%

( (! # %’#$( ( & %’$( (%!
*）*

%’( &
& ’(%%

* # %#’(%* # %$!
( %* (! # %#’(

%’( ’ *+ （%%）

由此可得一代数方程组，

%$!
( %( &! # )!!

!’! %( &! & ’(%%
( ’ *，

$%
( &! # )’! !!

!$( &! & %’$( (%!
( ’ *，

& %!!
!’! %( &( & ’(%* %!

( # $!
( %* &!

# !"$( &! ’ & !$!
( %( &( ’ *，

& !$%
( & & %’! !!

!$( & & )’$( %* %(

& %’! !"%( ’ *，

$!
( %( ( & ’%!

* %( & !"$( &’ # !!
!’

! %( (

##’%( & !$!
( %* & ’ *，

$%
( (! # %’#$( ( & %’$( (%!

* ’ *，

& ’(%%
* # %#’(%* # %$!

( %* (! # %#’( ’ *+

（%,）

求解此代数方程组可得一组解，

%* ’!"! & !
%" !
，

%( ’ - &! %’!
!"( ，

$( ’ - !’ & %!" ! ，

# ’ %!
! (’!! &"!

)!
，

# ’!"
（"! # .!

! (’!!）
(/!

& !
%" !
，

（%0）

式中 ! 为任意常数 +于是在积分常数

# ’!"
（"! # .!

! (’!!）
(/!

& !
%" !

时，由（.）式还可得到 123456789:8;方程的另一个形
式的解，

"!（+，,）’!"! & !
%" !

- &! %’!
!"(

< (
!& # -$ ! + & %!

! (’!! &"!

)!
( )( )( ),

- ! & %!" !

-$$ ! + & %!
! (’!! &"!

)!
( )( ),

(
!& # -$ ! + & %!

! (’!! &"!

)!
( )( ),

+

（%)）

,= 结 论

通过研究一般的 >?@ABC椭圆函数方程$$ !（%）’
.* # .!$!（%）# .,$,（%）与投影 DC@@?EC方程 )$（%）
’ ’)（%）*（%），*$（%）’ ( # ’*!（%）& &)（%）之间解
的关系，提出了一个既可以给出类型!方程 >?@ABC
椭圆函数解又可以给出类型"方程 >?@ABC椭圆函数
解的方法 +并以 1234方程和 123456789:8;方程为
例说明该方法的有效性，同时，不难看到该方法还是

很高效的 +这是因为：对于一个给定的方程，只需一
次计算过程即可给出由（.）或（((）式所确定的 >?@ABC
椭圆函数解，至于解中的函数$取哪个 >?@ABC椭圆
函数则完全由常数 .*，.!，., 的不同选择所确定，

而这些常数又由任意常数 ’，(，&，- 所确定 +因此，
本文提供的方法避免了许多重复的计算过程，而将

不同的 >?@ABC椭圆函数所确定的 >?@ABC椭圆函数解
转化为一些简单常数的取值问题 +此外该方法还有
两个优点：一个是它可以构造出分式形式的椭圆函

数解，从而回答了文献［.］中提出的问题 +二是这些
解在退化情形下可以给出新的孤波解，这也是一个

很有意义的问题 +
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