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提出并证明了一维量子系统和三维球对称量子系统的一个精确的量子化条件 *在此精确量子化条件中，除了
通常的 !!项外，还有一积分项，称为修正项 * 发现该修正项正是在超对称量子力学中所谓的有形状不变势的量
子系统的一个不变量，它不依赖于波函数的节点数 *对这些系统，可用基态能级和波函数确定此不变量的值，从而
由精确的量子化条件容易算出全部束缚态的能级 * 计算得到能级的正确性又反过来验证了在有形状不变势的量
子系统中此修正项确实是不变量 *计算的有形状不变势的量子系统，包括一维的有限方势阱、+,-./势及其变形、
0,./12+,-./势、两类 34.56728/77/-势、95:;-<势、=>7<6/1势、一维和三维的简谐振子势和三维氢原子势 *
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! G 引 言

#$世纪 )$ 年代提出的超对称量子力学［!—’］发
现某些一维量子系统的能级可以代数求解［%］* 这些
系统哈密顿量可以因子化，引入的超对称配对势有

相同的空间依赖性，称为形状不变势（.6;F/ B1H;-B;1<
F,</1<B;7）* 以后又进一步发现，这些量子系统的波
函数和散射矩阵也可以代数求解［(—)］*超对称量子
力学中引入的超对称势实际上与基态波函数的对数

微商成比例（见文献［#］中的（?）式）* 这意味着，有
形状不变势的量子系统，基态波函数决定了所有激

发态的能谱和波函数 * 对称性应该与一定的不变量
相联系，但超对称量子力学没有讨论此形状不变势

与何种不变量相联系 * 本文在有形状不变势的量子
系统中找到了这一不变量 *
在量子力学发展初期，旧量子理论中的 I,6-2

J,AA/-K/7L量子化条件起到经典力学和量子力学的
桥梁作用［&］，但此量子化条件只对个别量子系统成

立 * M/1<C/72N-;A/-.2I-B77,>B1（MNI）近似［!$—!#］是一
个近似处理 J56-4LB1O/-波函数的方法，其中提出了
一个近似的量子化条件［&］
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式中 "$ 和 "# 是势能 ’（"）的两个转折点，

( S ’（"）（"$ T " T "#），

( T ’（"）（U V T " T "$ 或 "# T " T V），

( P ’（"）（" P "$ 或 " P "#）*
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对一般的一维 J56-4LB1O/-方程
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我们提出并证明了一个精确的量子化条件
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这里，) 是粒子质量，势 ’（ "）是 " 的分片连续函

数，它满足（#）式，在两转折点之间的波矢 %（"）为

%（"）P #)［( U ’（"# ）］R"
（( $ ’（"））， （(）

#（"）是波函数!（"）的对数微商，
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" 是!（!）在两转折点之间的零点数，" ! # % "，其
中 # 是波函数"（ !）的节点数 & 证明中不含任何近
似，因而此量子化条件是精确的 & 势函数（’）式的
形式可以推广 &
此量子化条件 可 推 广 到 球 对 称 的 三 维

()*+,#-./0+系统 & 设

"（ !）! $ 1" %（ $）2&
’（#，$），

其中 2&
’（#，$）是球谐函数，则可把波函数的角度部

分分离出去，得径向方程为

#’ %（ $）
# $’ ! 1 ’(

%’［) 1 *（ $）］%（ $），

*（ $）! &（ & % "）%’

’($’ % +（ $）&
（3）

方程（3）和（4）很相似，因而可得类似的量子化条件
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这里，$- 和 $, 是两个转折点，*（ $-）! *（ $,）! )，

而

.（ $）! ’(［) 1 *（ $" ）］6% （) # *（ $）），

!（ $）! %（ $）1" #%（ $）
# $ &

（7）和（5）式等号右端第二项称为量子化条件中
的修正项 & 我们发现有形状不变势的一维量子系统
或三维球对称量子系统，此修正项是一个不变量，

它独立于波函数对数微商!（ !）的零点数 & 基态波
函数的对数微商!8（ !）只包含一个零点，没有极

点，形式相当确定，可用代数方法由 9-)):;-方程计
算 & 有了!8（!）就可确定此不变量，从而由量子化

条件直接算出这样的量子系统所有激发态的能谱 &
与超对称量子力学类似，对有形状不变势的量子系

统，我们通过另一种更简单的方法实现了由基态能

级和波函数计算出所有激发态的能谱 & 计算的正确
性反过来验证了此修正项确实是有形状不变势的量

子系统普遍存在的一个不变量 &

’ < 量子化条件的级数形式

讨论 ()*+,#-./0+方程（4），其中势 +（ !）是 ! 的

分片连续函数，满足（’）式 & 波函数"（ !）在区域 !
= !- 和 ! > !, 是指数衰减的，因而波函数的对数微
商在转折点处的值!（!-）和 1!（!,）是正数 &
由 ()*+,#-./0+方程（4）直接导出波函数的对数

微商!（!）满足 9-)):;-方程

#
#!!（!）! 1 .（!）’ 1!（!）’ （) # +（!）），（?）
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式中 .（!）由（@）式给出，而

&（!）! ’’［+（!）1 )" ］6% （) $ +（!））&
（""）

在转折点，

.（!-）! .（!,）!&（!-）!&（!,）! 8&（"’）

很明显，在 )#+（!）区域!（ !）随 ! 单调下降 & 应
该注意的是，在波函数"（ !）的零点处，!（ !）随 !
单调下降到 1 A，经过跳跃至 % A后继续单调
下降 &
对于任意选定的能量参数 )，两个转折点 !-

和 !, 满足 +（ !-）! +（ !,）! ) 和 !- = !, &根据微积

分的基本方法，把转折点之间的区域分成 ’ 份 & 为
叙述方便起见，取此 ’ 个间隔宽度 / 相同，/ !
（!, 1 !-）6’ & 在第 0 份，!- % 0/ 1 /$ !$ !- % 0/，

+（!）可看成常数 +0，

+0 ! +（!- % 0/ 1 / 6’），

.0 ! ’’（) 1 +0" ）6%&
（"4）

在此间隔求解 ()*+,#-./0+方程，得

"0（!）! 10 B-.（.0! %(0）& （"7）

在间隔的两个端点，对数微商值!0 1 "和!0 要分别与

相邻间隔中对数微商的端点值相衔接，
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由此得

!0 ! .0 {)C; D+);:.
.0
!01
( )

"
% .0 }/ （"$）

和
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$ !
+， 在间隔 %& * "# " # ! % , %& * "# 内!（%）无零点，
)， 在间隔 %& * "# " # ! % , %& * "# 内!（%）有一个零点{ -

（).）

这里的 #$%&’("是反正切函数的主值，
#$%&’(" !#，

（)/）
" ! &’(#，
（"!01 ,#!!01）-

$ 的取值由下面计算给出 - 因为!（ %）在区间 ’ 2
(（%）内随 % 单调下降（见（3）式），如果在间隔 %& *
"# " #!% , %& * "# 内!（%）没有零点，则
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（).）式中第一式等号右端的 $ 为零 - 如果在间隔 %&
* "# " #! % , %& * "# 内!（ %）有一个零点，则!" " )

"+，!" , +，
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（).）式中第一式等号右端必须补上一个附加的!，
使右端为正，且等于 !"#，即 $ ! )- 既然间隔的厚
度 # 很小，我们不必考虑在一个间隔内!（ %）出现
多于一个零点的情况 -
随 " 由 ) 增至 )，可以应用递推关系（)5）式，

由!+ !!（%&）计算出!) !!（ %* "）-计算精度依赖
于所分的间隔数目 ) - 只要 ) 取得足够大，可以算
得足够精确的!（%* "）-
把（).）式对 " 相加，" 取 )到 )，得
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其中!+ !!（%&），!) !!（ %*），+ 是波函数对数微商

!（%）在区间 %&! % , %* 中的零点数 -当 ) 趋于无
穷，# 趋于零，得
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（)3）式等号右端第一项来自波函数对数微商!（ %）
在区域 %&! % , %* 内零点的贡献 - 如果势 (（ %）在
转折点连续，则由于!（ %&）2 +和!（ %*）, +，随着

) 的增大，（)3）式等号右端第二项和第三项都趋于
零 -但如果势 (（%）在转折点不连续，则此两项可能
不为零 -最后一项就是量子修正项，式中!" 可用递

推关系（)5）式计算 - 这就是量子化条件的级数形
式 - 只要 ) 取得足够大，此量子化条件是精确的 -
量子化条件的级数形式是可以用作实际的数值

计算 - 把区间 % , %& 和区间 % 2 %* 也分成小间隔，
同样可以得到波函数对数微商的递推关系［):］，

$" !%"
%" &’(;（%"#）*$"")

%" *$"") &’(;（%"#）
（% , %&），（1+）

$"") !%"
$" "%" &’(;（%"#）
%" "$" &’(;（%"#）

（% 2 %*）-（1)）

由于 <%;$=>7(?@$方程是二阶线性微分方程，有两个
线性独立的解 - 在无穷远处，由于 ’ , (，一个
解指数发散，一个解指数收敛 - 后者才是物理允
许的解 - 根据能量参数 ’ 和无穷远处的势能值
(（ A 9），可算出无穷远处的对数微商值!（ A 9）-
根据递推关系（1+）式，可由 % ! " 9处的对数微商
值!（ " 9）算出 %& 点的对数微商值!（%&），再由递
推关系（)5）式算得 %* 点的对数微商值!（ %* "）-另
一方面，根据递推关系（1)）式，可由 % ! A 9处
的对数微商值!（ * 9）算出 %* 点的对数微商值

!（%* *）- 根据 <&B$8CD7EBF766@ 定理，随能量参数 ’
的增加，!（%* "）单调下降，!（ %* *）单调上升，容
易用二分法确定束缚态的能量 ’［):］-

: G 量子化条件的积分形式

量子化条件的级数形式（)3）式的等号右端包含
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一项对 ! 的求和式 ! 当 ! 趋于无穷大时求和式变
成积分，得

!
"#

"$
%（"）""

# &!$ %&’
!"

{
(

) *+,-./
%0

!（"$( )）
$ *+,-./

%!
!（"#( ) }）

$!
"#

"$
!（"）

"%（"）
"[ ]"

"!（"）
"[ ]"

)0

"" ! （11）

如果势 ’（"）在转折点连续，%（ "$）# 2和 %（ "#）#
2，则得量子化条件（3）式 !本节采用更直接的方法证
明此量子化条件［03］!
从 4,5+6"&/78+方程（9）直接推出 :&,,.-&方程（;）

和（02）!令 -./"（"）# %（"）<!（"），有

"（"）# *+,-./［%（"）<!（"）］$ (!!
其中 *+,-./#是反正切函数的主值 ! 既然在区域

)#’（"），对数微商!（ "）随 " 单调下降，每当 "
增加而经过!（"）的零点时，( 就增加 0 ! 这样，

!
"#

"$

""（"）
"" ""

# &!) %&’
"" "$ $

*+,-./ %（"）
!（"$( )）

$ %&’
"" "# )

$ *+,-./ %（"）
!（"#( )）， （19）

式中 & 是波函数对数微商!（ "）在区域 "$$ " = "#
的零点数，& # ( $ 0，其中 ( 是波函数$（"）在此区
域的节点数 ! 在此区域外，波函数没有节点，对数
微商没有零点 !由于 4->+’定理，节点数 & 随能量)
的增加而逐渐增加 !
另一方面，由（;）式得

""（"）
""

# %（"）)!（"）
"%（"）
"[ ]"

"!（"）
"[ ]"

)0

（"$ $ " $ "#）! （13）

将（13）式两边对 " 积分，并用（19）式代入，就得
（11）式 !

3 ? 有形状不变势的量子系统

!"#" 有限方势阱

讨论有限方势阱 ’（"），

’（"）#

’$ （" $)!），

’# （" #!），

2 （)! = " =!）
{

!

（1@）

这是量子力学教科书中常讨论的一个典型例子，但

用我们得到的精确量子化条件（11）式来计算就会变
得十分简单 !
取参数 ) 满足 ) = ’$ 和 ) = ’#，在转折点 "$

# )!和 "# #!处波函数的对数微商为

!（"$）#%A # 1&（’$ ) )% ）<’，

!（"#）# )%B # ) 1&（’# ) )% ）<’!
（1C）

因为势在转折点处不连续，（11）式的极限项必须保
留 ! 但由于 %（"）在两个转折点间取常数值，修正项
为零 ! 由（11）式得常数波矢 %（(）满足［0@］

1!%（(） # (!) *+,-./（%（(）<%A）

) *+,-./（%（(）<%B）， （1D）
式中 ( 是波函数对数微商!(（ "）在区域 " =!内

的零点数 !当 ’$ 和 ’# 为无限大时，（1D）式等号右端
后两项为零，即对应 EF5+量子化条件 !

!"$" 一维简谐振子

一维简谐振子势为

’（"）# *(1 "1 <1 !
解得转折点为

"# # ) "$ #))0 1)( <（’(% ），

其中)# *(<% ’，（( $ 0）是波函数对数微商!(（ "）
的零点数 ! 两转折点间的波矢为 %(（ "）#)1［（ " )
"$）（"# ) "）］0<1 !基态波函数的对数微商!2（ "）有一
个零点，但没有极点 ! 再考虑对空间反演的对称
性，它只能取 ) +" 形式 !因!2（ "）随 " 单调下降，

+ G 2! 把此形式代入 :&,,.-&方程（;），解得 + #)1

和 )2 #’(<1 ! 显然，当 ""(时!2（ "）是负的，当

"" ) (时!2（ "）是正的，符合所需的物理边界条
件 ! 本节讨论的其他方程解都满足此性质，不再重
复 !在量子化条件（3）式中两个积分分别计算如下：

!
"#

"$
!2（"）

"%2（"）
"[ ]"

"!2（"）
"[ ]"

)0

"" # )!<1，（1H）

!
"#

"$
%(（"）"" # )(!<（’(）! （1;）

由此计算得到的一维简谐振子能级符合通常结

果［;］，

)( #（( $ 0<1）’(! （92）
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!"#" 一维$%&’(势及其推广势

一维推广的 !"#$%势为
!（"）& #（%’(")$ ’ %%’ ")$）

& #&（& ’ %），
其中 & & %’ ")$ *当 % & ( 时就是通常的 !"#$% 势［+］*
满足 ,-../0- 方程（1）只含一个零点的对数微商只
能取

!2（"）& (! ’#（& ’ % )(）)" 3 4)（($）*
计算得到量子化条件（5）式中两个积分分别为

"
"(

")
!2（"）

6*2（"）
6[ ]"

6!2（"）
6[ ]"

’4

6" & ’!)(，（+4）

"
"(

")
*+（"）6" & $ (! ’

("
［ !% # ’ ( ’ ,! +］!*（+(）

由此计算得到推广的一维 !"#$%势的能谱为

,+ & ’ #
5

% ’（(+ 3 4）"
$ (![ ]’#

(

* （++）

当 % & (时此结果符合一维 !"#$%势能谱的通常计
算结果［+］*

!"#$%势还有进一步的推广形式［47］，即
!（"）& #［4 ’ -（%.)$ ’ 4）’4］( *

令 & &（%.)$ ’ 4）’ 4，满足 ,-../0-方程（1）只含一个零
点的对数微商只能取

!2（"）& %（& 3 4)(）’ ’#-（- 3 (）)（"( %），

% &［4 3 4 3 8’#$( -( )"! (］)（($）*
计算得到量子化条件（5）式中两个积分分别为

"
"(

")
!2（"）

6*2（"）
6[ ]"

6!2（"）
6[ ]"

’4

6"

& ’ (! ’#$-!
" 3!［$% ’ 4］， （+5）

"
"(

")
*+（"）6"

& (! ’#$!
" （- 3 4）( ’

,+! # ’ 4 ’
,+! # ’[ ]- *

（+9）
由量子化条件（5）式计算得到能谱为［47］

,+ & # ’"
(

(’
’#-（- 3 (）
"(（% 3 +)$）’

% 3 +)$[ ](
(

*（+7）

!"!" 一维 )%’(*+$%&’(势

不对称的一维 ,"$%:;!"#$%势［+］为
!（"）& ’ /2 $%.<(（" )$）3 /4 0/:<（" )$），

其中 2#/4 = (/2 *当 /4 & 2 时称它为对称的一维

,"$%:;!"#$%势 *设 & & 0/:<（" )$），,-../0-方程（1）有
一个零点的解为

!2（"）& ’ %& ’ ’/4 )（"( %），

% & 4 3 8’/2 $( )"! ( ’[ ]4 )（($）*

由此计算得到量子化条件（5）式中的两个积分分
别为

"
"(

")
!2（"）

6*2（"）
6[ ]"

6!2（"）
6[ ]"

’4

6"

&
$! (’/! 2

" ’!（$% 3 4）， （+>）

"
"(

")
*+（"）6"

& $!
(

(’/! 2

" ( ’
’ ,+ ’ /4

/! 2
’

’ ,+ 3 /4

/![ ]
2

*

（+8）
由量子化条件（5）式解得能级为［+］

’ ,+ & "
(（% ’ + )$）(

(’ 3
’/(

4

("(（% ’ + )$）( *
（+1）

存在有 + 个节点的波函数解的条件是
/4 ="(（% ’ + )$）( )’ = (/2 *

!"," 一维 -.’/01+2(11(&势

第一类一维 ?@$.<A;B%AA%#势［+］是

!（"）& "
(

(’$(
#（# ’ 4）
$-:(（" )$）3

$（$ ’ 4）
."$(（" )$[ ]）

2 = " = $!( )( ， （52）

式中#和$是大于 4的常数 * 当 " 趋于 2 或 $!)(
时势 !（"）趋于无穷大 * 设 & & 0/:(（ " )$），,-../0-方
程（1）有一个零点的解为

!2（"）& ’$&4)( )$ 3#&
’4)( )$ *

计算得到量子化条件（5）式中的两个积分分别为

"
"(

")
!2（"）

6*2（"）
6[ ]"

6!2（"）
6[ ]"

’4

6"

&!(［（# 3$ ’ (）’ #（# ’ 4! ）’ $（$ ’ 4! ）］，

（54）

"
"(

")
*+（"）6"

&!(
$ (’,! +

" ’ #（# ’ 4! ）’ $（$ ’ 4![ ]） *

（5(）
激发态能谱为［+］
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!" ! !
"（" ## # ""）"

"#$" $ （%&）

第二类一维 ’()*+,-./,,/0势［&］是

%（&）! !
"

"#$"
"（" 1 2）
)34+"（&5$）1

#（# # 2）
*6)+"（&5$[ ]），（%%）

式中#7"1 2 7 8$ %（ &）在 & ! 8处趋于无穷大 $ 设
’ ! 9:4+"（& 5$），;3**:93方程（<）一个零点的解为

$8（&）! 1#’25" 5$ #"’
125" 5$ $

计算得到量子化条件（%）式中的两个积分分别为

!
&(

&)
$8（&）

=*8（&）
=[ ]&

=$8（&）
=[ ]&

12

=&

!!"［（" 1# 1 "）1 "（" 1 2" ）# #（# # 2" ）］，

（%>）

!
&(

&)
*"（&）=&

!!" 1
$ 1 "#!" "

! 1 "（" 1 2" ）# #（# # 2"[ ]） $

（%?）
激发态的能谱为［&］

!" ! 1!
"（# 1" 1 ""）"

"#$"

（8# " @（# 1"）5"）$ （%A）

!"#" $%&’()势

B*C:09势［"］是

%（&）! +8 *)*+"（ , 5$）1 +2 *69+（ , 5$）$
设 ’ ! *69+（ , 5$），;3**:93方程（<）有一个零点的解为

$8（&）! -’ 1 #+2 5（!" -），

- ! 2 # 2 # D#$" +8 5!"[ ]" 5（"$）$

计算得到量子化条件（%）式中的两个积分分别为

!
&(

&)
$8（&）

=*8（&）
=[ ]&

=$8（&）
=[ ]&

12

=&

! 1
$! "#+" 8

! #!［-$ 1 2］， （%D）

!
&(

&)
*"（&）=&

! 1
$! "#+" 8

"! " #
1 !" 1 +2

+" 8
1

1 !" # +2

+"[ ]
8

$

（%<）
由量子化条件（%）式计算得到激发态能谱为［"］

1 !" !
#+"

2

"!"（- # " 5$）" #!
"（- # " 5$）"

"# $（>8）

!"*" +,-)./0势

EF,9+/4势［&］是
%（&）! 1 +8（/,5$ 1 2）12，

其中 +8 7 8和 $ 7 8$ 设 ’ !（/,5$ 1 2）1 2，;3**:93方
程（<）有一个零点的解为

$8（&）!（’ # 25"）5$ 1 $#+8 5!" $
计算得到量子化条件（%）式中的两个积分分别为

!
&(

&)
$8（&）

=*8（&）
=[ ]&

=$8（&）
=[ ]&

12

=& ! 8，（>2）

!
&(

&)
*"（&）=&

!
$! "#+" 8

! 2 1 !" 5+" 8 1 1 !" 5+"[ ]8 $（>"）

由量子化条件（%）式计算得到激发态能谱为［&］

!" ! 1 +8
$ "#+" 8

"!（" # 2）1
!（" # 2）
"$ "#+"[ ]

8

"

$（>&）

!"1" 三维简谐振子

三维简谐振子的等效势为

+.（ ,）! .（ . # 2）!" 5（"#,"）# #%" ," 5" $

设& ! #%5" !，（ " 1 .）是非负偶数，（ " 1 . # "）5"
是波函数对数微商$".（ ,）包含的零点数 $ 只有一个
零点的对数微商为

$..（ ,）!（ . # 2）, 12 1&" ,，
对应能量

!.. !!%（ . # &5"）$
在量子化条件（D）式中的两个积分分别为

!
,(

,)
$".（ ,）

=*".（ ,）
=[ ],

=$".（ ,）
=[ ],

12

= ,

! . 1 .（ . # 2" ）1[ ]25" !5" （" ! .），（>%）

!
,(

,)
*".（ ,）= ,

! !".

!% 1 .（ . # 2"[ ]）!5" $ （>>）

计算得到三维简谐振子量子化条件和能级分别为［<］

!
,(

,)
*".（,）=, ! " 1 .（. # 2" ）#[ ]&5"!5"，

（>?）

!". !（" # &5"）!%$

!"2" 氢原子

氢原子的等效势为

+.（ ,）! .（ . # 2）!" 5（"#,"）1 /" 5 , $
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当 ! ! "时，满足 "!（ #$）# "!（ #%）# &’!的两个转折

点 #$ 和 #% 为

#$ #（$ %&’!）
$ {& ’% $［’( ) % !（ ! ) &）!% &’! *(］ }&*% ，

#% #（$ %&’!）
$ {& ’% )［’( ) % !（ ! ) &）!% &’! *(］ }&*% ，

（+,）
式中（’ $ !）是波函数对数微商"’!（ #）的零点数 - 当

! # "时，定义 #$ # "，"（ #$）# $ ’% * #$ . $ /，而 #%
仍满足 "（ #%）# &’! -这样，（+,）式对 ! # "仍成立 -
当 ! # " 时，在原点附近 )’!（ #）. # $ &*%和"’!（ #）.
# $ &，因而（%%）式中的两个含极限的项都为零 - 含一
个零点的波函数对数微商只能取

"（ !)&）!（ #）#（ ! ) &）* # $ (*% *［（ ! ) &）!%］

和

&（ !)&）! # $ (*( *［%（ ! ) &）%!%］-
计算得到量子化条件（0）式中的两个积分分别为

!
#%

#$
"’!（ #） 1)’!（ #）

1[ ]#
1"’!（ #）

1[ ]#

$&

1 #

# ! $ !（ ! ) &"[ ]）! （’ # ! ) &），（+0）

!
#%

#$
)’!（ #）1 #

# ’%

! $ (
$ %&" ’!

$ !（ ! ) &"[ ]）!- （+2）

由此得氢原子的量子化条件和能级分别为［2］

!
#%

#$
)’!（ #）1 # # ’ $ !（ ! ) &"[ ]）!，

&’! # $ (’(

%’%!% -
（3"）

以上根据量子化条件中的修正项独立于波函数

节点数的条件，对所有已知的有形状不变势的量子

系统［%，4，&+］计算得到的能级与已知的精确解符合，由

此验证了在量子化条件中的修正项确实是有形状不

变势的量子系统的不变量 -这是有形状不变势的量
子系统独有的不变量 -

+ 5 波函数对数微商的计算

根据 6789:定理，随着能量升高一维 6;<9=1>?@’9
系统的波函数的节点数由零逐个增加 - 波函数对数
微商的零点数等于波函数节点数再加 &，极点数等
于波函数的节点数，因而它的形式相当确定 - 把此
形式代入 A>;;B7>方程，不一定能够得到解析解 - 但
对有形状不变势的量子系统，这样的解是存在的 -

这正是有形状不变势量子系统的一个重要特征 - 因
此，对有形状不变势的量子系统，激发态的能量和

波函数都可以由 A>;;B7>方程用代数方法计算 - 下面
就一维简谐振子举例说明能级和波函数的计算

方法 -
一维简谐振子的 A>;;B7>方程为
1"’（+）

1+ # $ %(
!%［&’ $ ,（+）］$"’（+）% -（3&）

由于谐振子势对 + 的反演是对称的，波函数对数微
商"’（+）对 + 的反演总是反对称的 -第一激发态的

波函数对数微商"&（+）含两个零点和一个极点，只
能取如下形式：

"&（+）#
-% +% ) -"

+ （ -% C "）-

代入 A>;;B7>方程（3&）得
-% $ -" + $%

# $
%(&&

!% ) (#( )!

%

+% $ -%% +%

$ %-% -" $ -%" + $% -
解为

-" # &，

-% # $ (#*! # $$%，

"&（+）# $$% + ) + $&，

&& #
$!%4-%
%( # 4!#

% -

第二激发态的波函数对数微商"%（ +）含三个零

点和两个极点，只能取如下形式：

"%（+）#
-4 +4 ) -& +
+% ) -%

（ -4 C "）-

代入 A>;;B7>方程（3&）得

（4-4 +% ) -&）（+% ) -%）$（ -4 +4 ) -& +）%+

# $
%(&%

!% ) (#( )!

%

+{ }%（+% ) -%）%

$ -%4 +3 $ %-4 -& +( $ -%& +% -

解为

-4 # $$%，

-% # $$$% *%，

-& # +*%，

"%（+）# $ %$( +4 ) +$% +
%$% +% $ &

，

&% # +!#
% -
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!" 结 论

本文提出并证明了一维 #$%&’()*+,&方程的量子
化条件（-）式和三维球对称 #$%&’()*+,&方程的量子
化条件（.）式 /证明中没有引入任何近似，因而此量
子化条件是精确的 /在量子数较大时，精确的量子化
条件给出 012近似结果 / 精确的量子化条件的级
数形式可用来作数值计算，计算精度相当高 / 精确
的量子化条件的积分形式中，除了通常的 !!项
外，还有一项修正项 / 对超对称量子力学中所讨论
的有形状不变势的量子系统，我们发现此修正项是

一个不变量，它不依赖于波函数的节点数 / 对这些
系统，可用基态能级和波函数确定此不变量的值，

从而由精确的量子化条件容易得到全部束缚态的能

级 / 能级计算的正确性又反过来验证了此修正项正

是有形状不变势的量子系统的一个不变量 / 有形状

不变势的量子系统还有一个重要的特征，就是波函

数的对数微商可以通过代数方法解 3)$$45) 方程得

到 / 在超对称量子力学中对有形状不变势的量子系

统引入超对称势，它与基态波函数对数微商成比

例，由超对称势可以计算得到所有激发态的能谱和

波函数 /

［6］ 0)55,* 7 68.6 !"#$ / %&’( / 2 !"" 96:
［;］ <==>,& ?，1%4&, @，#AB%45C, D 6889 %&’( / )*+ / #$! ;!E
［:］ (, F4*+, G F，344H 3 7 6886 ,+*-./0- 1*/&02( 34 5".4/"6

1*#&.43#(（GIJ=&(：<K4&,*(=* L&,MM）

［-］ N,*(,*M%5,)* F 68.: 789% :*// / %" :9!
［9］ OA55 3，1%4&, @，#AB%45C, D 68.! %&’( / :*// / 2 !"! ;89
［!］ O4H&=PMB4 Q，1%4&, @，#AB%45C, D 68.. 7 / %&’( / ; #! F689
［E］ <==>,& ?，N)*=$$%)= Q R，0=>J @ 68.. %&’( / :*// / @ !#& 6-9
［.］ 1%4&, @，#AB%45C, D 68.. 7 / %&’( / ; #! F9S6
［8］ #$%)JJ F T 68!. 5".4/"6 1*#&.43#(（:&( ,(）（R,P U=&B：V$N&4PW

X)KK）

［6S］ 0,*5Y,K N 68;! < / %&’(3= %" 96.
［66］ 1&4C,&M X @ 68;! < / %&’(3= %& .;.
［6;］ 2&)KK=A)* F 68;! >06+/ / )*42 / !"% ;-
［6:］ V4 Z [，\A 2 0 ;SS9 ?4/ / 7 / 102 / %&’( / 7 !’ 988
［6-］ V4 Z [，\A 2 0 ;SS9 8"-0+&’( / :*// / (& !.9
［69］ V,MM)4% @ 68!6 5".4/"6 1*#&.43#(（@CM5,&(4C：R=&5%WX=KK4*(）

>..
［6!］ V,M4 @ O #，[A,M*, <，#C)&*=] U ? 688. 7 / %&’( / ; %! :;6
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!"#$% &’#(%)*#%)+( ,’-. #(/ %0. )(1#,)#(%!

!" #$%&’()*+）, -. /%(01*2）

+）（ !"#$%$&$’ () *%+, -"’.+/ 0,/#%1#，2,%"’#’ 3145’6/ () 71%’"1’#，8’%9%"+ +33345，2,%"4）

2）（:’;4.$6’"$ () 0,/#%1#，7,4"+,4% <%4($("+ ="%>’.#%$/，7,4"+,4% 233363，2,%"4）

（7181*91: +4 ;"&."<= 233>；<19*?1: @"&.?8<*AB <181*91: 6+ C.’.?B 233>）

CD?B<"8B
01 A<1?1&B "&: A<%91 B$1 1E"8B F."&B*G"B*%& <.H1? D%B$ I%< B$1 %&1(:*@1&?*%&"H J8$<K:*&’1< 1F."B*%& "&: I%< B$1 B$<11(

:*@1&?*%&"H J8$<K:*&’1< 1F."B*%& L*B$ " ?A$1<*8"HH= ?=@@1B<*8 A%B1&B*"H M N& B$1 1E"8B F."&B*G"B*%& <.H1，*& "::*B*%& B% B$1 .?."H
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F."&B.@ ?=?B1@ L*B$ " ?$"A1 *&9"<*"&B A%B1&B*"H M Q$1 ?=?B1@? L*B$ " ?$"A1 *&9"<*"&B A%B1&B*"H L1 8"H8.H"B1: *& B$*? A"A1< "<1 B$1
%&1(:*@1&?*%&"H ?=?B1@? L*B$ " I*&*B1 ?F."<1 L1HH，L*B$ B$1 $"<@%&*8 %?8*HH"B%< A%B1&B*"H，L*B$ B$1 !%<?1 A%B1&B*"H "&: *B?
’1&1<"H*G"B*%&?，L*B$ B$1 7%?1&(!%<?1 A%B1&B*"H?，L*B$ B$1 RK?8$H(Q1HH1< A%B1&B*"H?，L*B$ B$1 S8T"<B A%B1&B*"H，"&: L*B$ B$1
U.HB$1& A%B1&B*"H，"&: B$1 B$<11(:*@1&?*%&"H ?=?B1@? %I $"<@%&*8 %?8*HH"B%<? "&: B$1 $=:<%’1& "B%@M

!"#$%&’(：F."&B*G"B*%& <.H1，?.A1<?=@@1B<*8 F."&B.@ @18$"&*8?，?$"A1 *&9"<*"&B A%B1&B*"H，*&9"<*"&B
)*++：36V>，++63

!R<%W18B ?.AA%<B1: D= B$1 X"B*%&"H X"B.<"H J8*1&81 O%.&:"B*%&，P$*&"（Y<"&B X%M+34Z>3[2）M

, S(@"*H：@"GF\@"*H M *$1AM "8M 8&
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