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利用半度规!（"）# 表象的数学工具定义一个对广义坐标具有协变形式的重力场矢势函数$
（"）
# " ’ !!（"）# ，给出一

个具有广义协变的包含重力场贡献的重力场方程 "#% ’ ##%"(% )&##% * +!$（%（"）#% ) %（#）#% ）( !
$，这里&为 ,-./01-.宇

宙常数，%（"）#% ，%
（#）
#% 分别代表重力场源纯物质部分和纯重力场部分的能量2动量张量 3纯重力场部分的能量2动量张

量表述为 %（#）#% * !%（&（"）#’ &’%（"）’ ##%&
（"）
() &()（"）($）($!$，其中 &（"）#% "$

（"）
#；% ’$（"）%；# 3还研究和讨论了球对称静态重力场、质

量缺失问题及重力场的量子化问题 3
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" B 引 言

,-./01-.广义相对论深刻地揭示了时间、空间和
运动物质之间内在的关系 3然而在一些特殊重力场
精确解中存在不能消除的奇点，像具有球对称静态

重力场 CA@D8EF/A@-9G外部解［"—6］及匀速转动重力场
外部解［$］等 3另外，用广义相对论处理宇宙演化解
中，存在与直接观测到的质量密度相矛盾的结论，即

质量缺失问题［&—5］3 H1.E:/1［+］和 I8DJ-.=［K］认为只要
关于物质、能量以及因果性一些合理物理条件成立，

在 ,-./01-.广义相对论中就不可避免存在着奇点 3
在这类奇点处，时空流行达到尽头，像在星体中引力

坍缩终止于黑洞中心奇点就是这样的 3在广义相对
论中由于不知道奇点所遵循的规律，物理学规律（包

括广义相对论）将随着奇点出现而失效 3一般认为，
出现这种运动终止于奇点的现象反映了广义相对论

重力场理论某种不完善，并不一定是客观世界所固

有的 3当前，有关如何避免这类奇点及探索和解释质
量缺失问题是一个活跃的领域 3 L-8.［"#］和 M:;［""，"%］

提出通过将重力矢势或重力场强引入到广义相对论

中修改 ,-./01-. 重力场方程方法，确实消除了一些
特殊重力场解中的奇点，但由于引入的重力矢势或

重力场强不具有广义协变性，给出修改的重力场方

程也不具有协变性，因此失去一般性 3本文将采用熟
悉的半度规表象数学工具定义一个对广义坐标具有

协变形式的重力场矢势函数，构造出具有协变形式

的属于重力场源一部分的纯重力场部分能量2动量
张量，给出一个包含重力场贡献具有广义协变的重

力场方程，同时对重力场量子化进行了讨论 3

% B 广义协变的包含重力场贡献的重力
场方程

我们知道四维黎曼空间度规张量 ##%可用非对

称半度规元素!（"）# 来表述，!
（"）
#
被定义为［"6—"&］

##% * $（"*）!
（"）
%!
（*）
% 3 （"）

这里 $（"*）代表局域惯性时空（或称标架表象）的度

规 3在广义坐标系中，半度规!（"）# 对广义坐标指数#
是协变的，而对指标"是一个标量函数 3!（"）# 的基本
性质可表述为

!#（"） * ##%!%（"），

!#（"）!
（*）
# *+（*）（"），

!#（"）!
（"）
% *+#% 3

（%）

可以看到，!（"）# 无论对协变指标还是对标架指标都
是正交归一化的，所以也称正交标架 3
由于重力场唯一由度规张量所描述，因此可等
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价由半度规元素!（"）# 来唯一描述 !现定义对广义坐
标#是协变的重力场矢势函数为

$（"）# !" !!（"）# ! （#）
根据文献［$$，$%］，定义一个对广义坐标#和%

具有协变性的重力场反对称张量，

"（"）#% !$
（"）
#；% "$（"）%；#

&!$
（"）
#

!#% "!$
（"）
%

!##
， （’）

通过类比电磁理论，一个属于重力场源具有广义协

变性的纯重力场部分能量(动量张量可被表示为

$（"）#% & !%
’#%

"（"）#& "&%（"） "
$
’ &#%"

（"）
’( "’(（"( )） ! （)）

将方程（)）引入到 *+,-./+,的重力场方程中，得
到具有广义协变性包含重力场贡献的重力场方程

为［$$，$%］

’#% " $
% &#%’ 0)&#% & 1#%

!’
（$（$）#% 0 $（"）#% ）!（2）

这里 $（$）#% 代表重力场源纯物质部分的能量(动量张
量 !方程（2）与 *+,-./+,的重力场方程的差异在于对
物质的能量(动量张量的解释不同 !在 *+,-./+,的重
力场方程中，系统的能量(动量张量仅看作是由纯物
质提供的，重力场中不含有产生重力场源的物质 !而
方程（2）则认为，作为产生重力场源的一部分物质应
像电荷一样储存在重力场中，另一部分则作为可直

接被观测的纯物质形式存在 !由于属于重力场源系
统的能量(动量张量必须守恒，因此下列的方程必须
被满足：

$（$）#%；% 0 $（"）#%；% & 3! （4）
上述方程表明，由于系统的能量(动量张量是由

两部分组成，即纯物质部分和纯重力场部分，因此纯

物质部分与纯重力场部分的能量(动量张量一般是
不单独守恒的 !这也表明物质系统的能量(动量张量
本身蕴含着其运动过程 !
由方程（’）可知 "（"）#% 满足如下方程：

"（"）#%，’ 0 "（"）%’，# 0 "（"）’#，% & 3! （1）
若引入一个能量流密度

(#（"） & !%
’#%

"#%（"）；% ， （5）

显然有关系

(#（"）；# & 3! （$3）
由方程（)），（4）和（5），可得

$（"）#%；% & " "#%（"）(%（"）， （$$）
或

$（$）#%；% & "#%（"）(%（"）! （$%）
由上述方程可看出，方程组（1）—（$%）完全类似于
6789/::方程组在重力场中的形式 !

# ; 弱重力场中的微分方程组

在笛卡尔坐标系中，对于一个自由的 $（"）#% 张量
场（$（$）#% !3）满足下列关系：

"#%（"）；% & 3! （$#）
因此，在弱重力场中，方程（1）和（5）可近似改写为

%

·!（"） & 3，

%

< "（"） & $
!
!!（"）

!) ，

%

·"（"） & 3，

%

< !（"） & " $
!
!"（"）

!) !

（$’）

这里，

!（"） &（*（"）$ ，*
（"）
% ，*
（"）
# ），

"（"） &（+（"）$ ，+
（"）
% ，+
（"）
# ），

其中，

*（"）$ & "3$（"），

*（"）% & "3%（"），

*（"）# & "3#（"），

+（"）$ & "%#（"），

+（"）% & "#$（"），

+（"）# & "$%（"）!

（$)）

显然，方程组（$’）完全类似于 6789/::方程组的微分
形式 !如果引入条件

$（"）#，# & 3， （$2）
方程（$’）可改写为

%

%!（"） " $
!%
!% !（"）

!)% & 3，

%

%"（"） " $
!%
!% "（"）

!)% & 3，

%

%$（"）# " $
!%
!%$（"）#
!)% & 3 !

（$4）

方程（$4）一个平面波解可表述为［$#］

$（"）# & ,（"）# /+-*#
*
! （$1）

式中 /（"）# 对指标#是一个极化矢量 !定义一个对称
的张量为

$#% &$（"）#!%（"） 0$
（"）
%!#（"）

&（ ,（"）#!%（"） 0 ,（"）%!#（"））/
+-*#
*

& ,#%/
+-*#
*
!（$5）
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式中 !!"代表一个对称的极化张量 !方程（"#）表明，
在弱重力场条件下一个自由的 "（!）!" 张量场是一个
具有质量为零、自旋为 $#的横波［"%］!

& ’ 重力场的量子化

我们尝试用重力场的矢势$（%）! 作为算符来描述

"（!）!" 张量场 !对于一个自由的 "（!）!" 张量场，即 #!"（%）；"
( )，通过类比电磁理论，其相应的 *+,-+.,/密度函
数可表示为［"0］

! ( 1 $$ 1! %
"0"& ［#（%）!" #!"（%） 2 $&（%）&

（%）］，（$)）

式中

&
（%） ( $（%）!；! ! （$"）

利用标准的方法，我们可得到$（%）! 的共轭动
量为

’)
（%）（’，(）( #!

#$（%）)；)
( 1 $$ 1! %

&"& &（%），

’)
（%）（’，(）( #!

#$（%）)；)
( 1 $$ 1! %

&"& #))
（%）

（) ( "，$，%）! （$$）
比较电磁场的量子化理论，可以给出$（%）! 和’

"
（%）对

指标!和"的对易关系，
［$（%）!（’，(），$"（%）（’3，(）］( )，

［’!（%）（’，(），’"（%）（’3，(）］( )，

［’!（%）（’，(），$（%）"（’3，(）］( 1 4#%!"(
%（’ 1 ’3）!
（$%）

方程（$%）表明，一个自由的 "（!）!" 张量场可通过
标准的方法量子化 !由于重力场可由$（%）! 完全描
述，所以对于一个自由的重力场也能够通过方程

（$%）的对易关系量子化 !

5 ’ 实例讨论

!"#" 球对称静态重力场

一个球对称静态重力场的度规可表述为

6 *$ ( %!"6’!6’
"

( 1 +6 ,$ 1 ,$ 6)$

1 ,$ 74.$)6*
$ 2 -$$ 6 ($， （$&）

式中 + 和 - 仅是 , 的函数 !对于局域惯性时空（或称
标架表象）的度规 &（%+）可表示为

&（))） ( "，

&（""） ( 1 "，

&（$$） ( 1 ,$，

&（%%） ( 1 ,$ 74.$)，
&%+ ( ) （%"+）!

（$5）

由方程（"），（$），（$&）和（$5），可得到非零的半度
规为

,（)）) (!-，

,（"）" (!+，

,（$）$ ( "，

,（%）% ( "，

（$0）

则非零的 #（%）!" 为

#（)）)" ( 1 #（)）") ( 1 $-3
$!-
，

#)"
（)） ( 1 #")

（)） ( $-3
$+ -! %

!
（$8）

这里 -3 (#- 9#, !
忽略宇宙常数的影响，将方程（$8）代入方程

（5），解方程（0），可获得球对称静态的重力场的度
规为

6 *$ ( "

" 1 .( ),
$ 6 ,$ 1 ,$ 6)$

1 ,$ 74.$)6*
$ 2 " 1 .( ),

$

$$ 6 ($ ! （$:）

这与文献［")，""］的结果是一致的 !这表明协变的包含
重力场贡献的重力场方程能够消除重力场中的奇点 !

!"$" 质量缺失问题

一个符合宇宙学原理的时空可由 ;<=/->7<.?
@+AB/-度规描述［"%］，
6 *$ ( %!"6’!6’

"

( 6 ($ 1 +$（ (） 6 ,$

" 1-,$
2 ,$ 6)$ 2 ,$ 74.$)6*( )$ !

（$#）
对于局域惯性时空（或称标架表象）的度规

&（%+），在三维常曲率空间维-中可表示为

&（))） ( "，

&（""） ( 1（" 1-,$）1"，

&（$$） ( 1 ,$，

&（%%） ( 1 ,$ 74.$)，
&（%+） ( ) （%"+）!

（%)）
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由方程（!），（"），（"#）和（$%），可得到非零的
半度规为

!（%）% & !，

!（!）! & !（ "），

!（"）" & !（ "），

!（$）$ & !（ "）’

（$!）

由方程（$）—（(）和（$!），可获得非零的 #（!）"# 为

#（!）%% & ) $$%%%，

#（!）!! & $%!!，

#（!）"" & $%""，

#（!）$$ & $%$$ ’

（$"）

式中 $ & &* ’" +,"(，其中 ’ & !·+! 是 -.//01常数，!
& !（ "），!· &#! +#" ’
符合宇宙学原理，可直接被观察到的纯物质部

分的能量2动量张量可表示为［!$］

#（$）%% & )$% &" %%%，

#（$）!! & )% %!!，

#（$）"" & )% %""，

#（$）$$ & )% %$$，

#（$）"# & % （"!#）’

（$$）

因此系统的能量2动量张量可表示为
#"# & #（$）"# 3 #（!）"# ’ （$*）

由方程（$"）—（$*），可给出宇宙平均的质量密度和
平均压强分别为

$ &$% 3 $&"
,"(

!·"

!" &$% 3$4， （$(）

) & )% 3 &*
,"(

!·"

!" ’ （$5）

式中$4 是宇宙临界质量密度 ’

方程（$(）等号右端第一项是可被观测的质量密
度；第二项是纯重力场部分的质量密度，这部分不能

直接被观察到，可归结为所谓的暗物质 ’最近的研究
表明，纯物质的密度参数%/ &$% +$4"%6%(［5，7］’ 因

此我们可获得% &$+$4"!6%( ’这表明，采用广义协

变的包含重力场贡献的重力场方程（5）处理宇宙演
化时，不会出现质量缺失问题 ’

5 6 结 论

通过引入一个对广义坐标具有协变形式重力场

矢势函数，给出了一个包含重力场贡献的具有广义

协变的重力场方程 ’理论分析表明，重力场中的奇异
性问题可以消除，物质的缺失问题也可消除 ’另外，
重力场可以通过标准的方法量子化 ’
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