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平衡体系热力学推导涨落的前提是涨落必须很小，如果得到一个发散的结果说明这一涨落是不可靠的 )对一

些体系温度涨落的热力学结果，在温度趋于绝对零度时是发散的，这时必须用统计物理来处理 )对这些体系进行统

计物理处理的结果表明，涨落在温度趋于绝对零度时是趋于零的 )
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! : 引 言

!;&& 年 <2==>3［!］认为，根据定义温度就不可能发

生涨落 ) !;&; 年 ?18@>3ABC=［"］认为，温度涨落是一个

定义明确而且不可回避的概念 ) 在 !;;" 年，温度涨

落第一次在实验中被观测到，不过其结果与正则系

综中对温度涨落的解释并不完全一致［D］)已知文献

给出的温度涨落都是准热力学的结果 )统计物理必

须为这些结果提供微观解释，事实上，这些解释是存

在的［$，’］)不过，目前关于温度涨落的实验还很少，并

不能说明所有体系温度涨落的准热力学结果在全部

的温度区间内都准确无误 )
涨落的准热力学理论认为，温度涨落符合下列

公式：

（!!）" E "!" F#$ ) （!）

对于许多体系，当温度 !"% < 时，定容热容量 #$ 趋

于零的速度比 !" 趋于零的速度快，这样，温度涨落

就会发散 )这说明当温度下降到 !#!! 时，再让体

系的温度下降是不可能的，这没有任何实验上的证

据 )其实，（!）式可能并不具普遍适用性 )一方面，准

热力学理论推导涨落的前提是涨落很小，很大的温

度涨落违背了导出它的前提；另一方面，在极低温

时，量子效应很明显，而基于宏观热力学推导的温度

涨落（!）式要求单个体系的力学量都是连续的 )
本文 通 过 对 理 想 气 体、定 域 二 能 级 体 系、

,28G=>28 固体等三个体系的处理，用统计方法求得温

度涨落 )结果表明，当 !"% < 时涨落的发散问题在

本质上是不存在的，而准热力学公式（!）只不过是温

度较高时的一个近似结果 )

" : 理论方法及理想气体中的涨落

考虑处于热力学平衡的两个体系 %A 和 %，%A

是热库，它的温度由温度计 % 来测量 ) 热库体积为

&A、能量为 ’A，含有 ( 个粒子，同时温度计的体积

为 &、能量为 ’，含有 ) 个粒子 )把复合系统 %A$%
处理为孤立体系，使它的总能量 ’% E ’A H ’ 为一

定值 )
假设温度计和热库都是由理想气体构成，令

!（’）和!A（’A）分别为温度计能量为 ’、能壳厚度

为!’ 以及热库能量为 ’A、能壳厚度为!’A 范围内

的微观状态数 )理想气体的微观状态数与能量之间

存在下列关系［(］：

!（’）E !’
"""&

"FD

*( )"

D)F"

’（D)F"）I! )！#
D)( )( )" ，

（"）

式中，"为单个理想气体分子的质量，#（#）为通常
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的!函数 !
根据统计力学基本原理，概率 !（"）"" 正比于

在能量间隔（"，" # ""）内的微观状态数，考虑到这

是个温度计和热库构成的复合系统，于是

!（"）"" !!（"）$!%（"%）""

!"（&#’(）)*（"+ ) "）（&$’(）)* "" ! （&）

将（&）式归一化后可写成

!（"）"" , *
-（%，&）

"
"( )

+

&)*

* ) "
"( )

+

%)* ""
"+

，（.）

式中 -（%，&）是 - 函数，&"&# ’(，%"&$ ’( !
温度定义为

’ , ""
"( , ""

)"/0!（"）
! （1）

由此定义，就可以得到复合系统的温度表达式

’+ ,
"+

% # & ) * ! （2）

由于（&）式给出了这个复合系统的统计权重，由此可

以计算出各个热力学量

*) ,#*（"）!（"）""，

以及它们的涨落

（"*）( , * ( ) *)( !
本文主要关注能量、熵和温度这几个热力学量的涨

落 !在每次的测量中，温度计体系的熵和温度分别为

( , #) /0 +
,& #

.#%"
&( )#[ ]

&
(

# 1
( #)，

’ , "
& ) * !

（3）

由（&）式可求出多次测量后的平均值及其涨落 ! 由

此得到

（""）( , )( ’(
+

%&&（% # & ) *）(

（& ) *）(（% # &）(（% # & # *）
，（4）

（"(）( , )( &(［"（*，&）)"（*，% # &）］， （5）

（"’）( , ’(
+

%&（% # & ) *）(

（& ) *）(（% # &）(（% # & # *）
，（*+）

式中"（#，$）表示!6（$）’!（$）的#阶导数 !注意到

& 和% 都远大于 *，而理想气体的等容热容量为一

常数，

-. , )& , &
( )#，

因此（4）—（*+）式可以化简为

（""）( , %% # * )’
(
+ -.， （**）

（"(）( , %% # * )-.， （*(）

（"’）( , %% # * )’
(
+ ’-.， （*&）

式中

%"
%
& , $

#
是标志热库与温度计之间相对大小的参量 ! 由于温

度计和热库的地位是对等的，由此，可以由（**）—

（*&）式直接得出热库的涨落，

（""）( , *
% # * )’

(
+ -.， （*.）

（"(）( , *
% # * )-.， （*1）

（"’）( , *
% # * )’

(
+ ’-. ! （*2）

（**）—（*&）式以及（*.）—（*2）式表明，当%$7时，

即热库比温度计大得多时，温度计中主要热力学量

的涨落与准热力学理论中得到的涨落一致，而热库

中主要热力学量的涨落为零 ! 这也是热力学的必然

后果 !此时热库的温度和温度计的平均温度相同，都

是（2）式所表示的 ! 由于热库和温度计之间的热接

触，必有能量在两者间流动 !很少量的能量对于热库

不会导致太大的涨落，而对于温度计，必然会导致很

大的涨落 !由此可见，热力学第零定律指的是两个处

于热平衡物体的平均温度相等，但是它们的瞬时温

度并不一定相等 !
文献［1］对本理论方法有简单介绍并计算了理

想气体的温度涨落 !

& 8 定域二能级系统的涨落

现在把热库和温度计中的粒子换成定域的二能

级粒子（如处于均匀磁场 / 中定域的自旋 *’( 粒

子）!温度计中含有 # 个粒子，而热库中含有 $ 个

粒子 !两个体系组成一个封闭体系，具有确定的总能

量 !即整个系统有确定的处于高能级和处于低能级

的粒子数，假设整个体系有 &+ 个粒子处于高能级，

则体系总能量为

"+ ,&&+， （*3）

式中&为两能级之间的能量间隔 !这里把处于低能

级粒子的能量定为零 !体系的微观状态数为

!+ , （# # $）！
&+！（# # $ ) &+）！

，

则整个体系的熵为

(+ , ) /0 （# # $）！
&+！（# # $ ) &+）！

! （*4）
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温度就可以由下式给出：

! ! !""

!#( )
" $

! !% #$
& % ’ & ("

(( )[ ]
"

&’

(（’)）

假设温度计中有 ( 个粒子自旋向上，那么类似的讨

论可 以 知 道 温 度 计 和 热 库 的 微 观 状 态 数 分 别 为

’！
(！（’ & (）！

和
&！

（(" & (）！（& & (" % (）！
( 温 度 计

的能量、熵、温度和热容量分别为

"( !!(， （*"）

#( ! % #$ ’！
(！（’ & (）！

， （*’）

!( !!% #$ ’ & (( )[ ](
&’

， （**）

)$ ! !
"(

!!( )
( $

! !"(

!( )( $

!!(

!( )( $
( （*+）

温度计和热库的合微观状态数就是它们各自的微观

状态数之积，

"( ! ’！
(！（’ & (）！

&！
（(" & (）！（& & (" % (）！

(

（*,）

由于温度计和热库之间可以进行热交换，因此 ( 是

一个可变量，

-./（"，(" & &）! ( ! -0$（’，("）( （*1）

总的微观状态数为

"" ! "
(
"( ( （*2）

由此可以求出温度计中的任意热力学量 * 的涨落

*# !
"

(
*#("(

""
，

（"*）* ! * * & *&* (

（*3）

首先给出能量的涨落

（""）* ! "* &#"*，

由（*3）式可得

（""）* !
&’（& % ’ & ("）("

（& % ’ & ’）（& % ’）* ( （*4）

注意到（’)）式可以改写为

+ $
("

& % ’ ! ’
’ % 5!6 %! ， （*)）

+ 正好是 758-0 统计中任意一个粒子向上的概率 (于
是（*4）式成为

（""）* ! &
（& % ’ & ’）

’+（’ & +）( （+"）

除了必然出现的系数因子
&

（& % ’ & ’）
，是标准的统

计物理结果［2］(同时也说明我们的方法是可靠的 (

在图 ’ 和图 * 中分别给出了温度计的熵涨落和

温度涨落对体系温度的依赖关系，图中虚线代表用

本文方法计算得出的结果，实线是准热力学理论的

结果乘以因子 $
$% ’后作出的曲线，其中$$

&
’ (从图 ’

可以看出，熵涨落与准热力学方法计算的结果符合相

当好 (从图 * 可以得出两个结论：（’）温度较高时，虚

线和实线定性上一致；粒子数越多定量上的符合越

好 (（*）温度较低时，虚线随温度下降而趋于零，实线

随温度下降而趋于无穷，虚线和实线定性上不符 (

图 ’ 温度计的熵涨落 虚线是用本文方法计算得出的结果，实

线是准热力学结果 %)$ 乘以因子 $
$% ’后作出的曲线 ( 参数 ’ !

*""，& ! ’4""

图 * 温度计的温度涨落 虚线是用本文方法计算得出的结果，

实线是准热力学结果 %!* 6)$ 乘以因子 $
$% ’后作出的曲线 (两组

参数分别为 ’ ! ’""，& ! )"" 和 ’ ! *""，& ! ’4""

, 9 :0$;<50$ 固体的热力学涨落

把热库和温度计考虑成由 :0$;<50$ 固体构成 (
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温度计中含有 ! 个固体分子，而热库中含有 " 个

固体分子 !每个分子都有 " 个频率相同的振动方向，

因此可以考虑成 " 个相同的独立谐振子，每个谐振

子的能级为

!# #"# # $( )%
& （ # # ’，%，&，⋯）! （"%）

!# 可以看成每个谐振子分得 # 份大小为"#的能量 !
两个体系组成一个封闭体系，具有确定的总能

量，即! # # $’ 为一定值 !体系总能量为

%’ # $’"# $ "
&（" $ !）"#! （"&）

由于要将这么大的能量分配到 "（" $ !）个振子上，

体系的微观状态数为

$’ #
（"! $ "" $ $’ ( %）！

$’！（"! $ "" ( %）！
，

则整个体系的熵为

&’ # ’ )*
（"! $ "" $ $’ ( %）！

$’！（"! $ "" ( %）！
! （""）

温度就可以由下式给出：

( # !%’

!&( )
’ )

#"#’ )*
"" $ "! $ $’

$( )[ ]
’

(%

!（"+）

假设温度计中有 $ 份大小为"#的能量，那么类似

地可 以 知 道 温 度 计 和 热 库 的 微 观 状 态 数 分 别 为

（"! $ $ ( %）！
$！（"! ( %）！

和
（"" $ $’ ( $ ( %）！

（$’ ( $）！（"" ( %）！
! 温度计的能

量、熵、温度和热容量分别为

%$ # $"# $ "
& !"#， （",）

&$ # ’ )*（"! $ $ ( %）！
$！（"! ( %）！

， （"-）

($ #"#[’ )* "! $ $( ) ]$

(%

， （".）

*+ # !
%$

!(( )
$ +

# !%$

!( )$ +

!($

!( )$ +
! （"/）

温度计和热库的合微观状态数就是它们各自的微观

状态数之积，

$$ #（"! $ $ ( %）！
$！（"! ( %）！

（"" $ $’ ( $ ( %）！
（$’ ( $）！（"" ( %）！

!（"0）

由于温度计和热库之间可以进行热交换，总的微观

状态数为

$’ # !
$’

$ # ’
$$ ! （+’）

由此可以求出温度计中的任意热力学量 , 的涨落

,% #
!
$’

$ # ’
,%$$$

$’
，

（",）& # , & ( , & ! （+%）

首先给出能量的涨落

（"%）& # %& ("%&，

由（+%）式可得

（"%）& #
"!（"" $ "! $ $’）$’

（"" $ "! $ %）（" $ !）& ! （+&）

注意到（"+）式可以改写为

- #
$’

"（" $ !）# %
1"#2 ’( ( %

， （+"）

- 正好是 3451 统计中的频率为#状态上的平均占

有率 !于是（+&）式成为

（"%）& # ""
（"" $ "! $ %）

（"!）-（% $ -）!（++）

图 " 67*5817* 固体温度计的熵涨落 虚线是用本文方法计算得

出的结果，实线是准热力学结果 ’*+ 乘以因子 &
&$ %后作出的曲

线 ! 参数 ! # &’’，" # %/’’! 在温度较小时，虚线和实线定量上

的差别是由于粒子数较小引起的

除了必然出现的系数因子
""

（"" $ "! $ %）
，是标准的

统计物理结果［-］!同时也说明我们的方法是可靠的 !
在图 " 和图 + 中分别给出了温度计的熵涨落和

温度涨落对体系温度的依赖关系，图中虚线代表用

本文的方法计算得出的结果，实线是涨落的准热力

学理论的结果并乘以因子 &
&$ %后作出的曲线 ! 从图

" 可以看出，熵涨落与准热力学方法计算的结果符

合得相当好 !从图 + 可以得出两个结论：（%）温度较

高时，虚线和实线定性上一致；粒子数越多定量上的

符合越好 !（&）温度较低时，虚线随温度下降而趋于

零，实线随温度下降而趋于无穷，虚线和实线定性上

不符 !
67*5817* 固体的涨落也与涨落的准热力学理论

符合得比较好 !但是当温度趋于绝对零度时，和定域

二能级系统类似，67*5817*固体的温度涨落是趋于零

0%-%+ 期 侯吉旋等：简单体系温度涨落的发散问题



图 ! "#$%&’#$ 固体温度计的温度涨落 虚线是用本文方法计算

得出的结果，实线是准热力学结果 !"( )#$ 乘以因子 !
!* +后作出

的曲线 ,两组参数分别为 % - +..，& - /.. 和 % - (..，& - +0..

的，而准热力学理论给出的温度涨落是发散的 ,

1 2 讨论和结论

一般而言，不仅温度涨落不是一个简单的问题，

就连纳米尺度以及亚纳米尺度下温度的定义也是很

困难的［3，0］,各种理论（如系综理论和准热力学理论）

所得出的温度涨落结果也不一致 ,特别是准热力学

理论在推导涨落时，已经假设系统的热力学量都是

连续的，而且准热力学结果只是温度涨落本身最低

级的非平凡项，因此理想气体的温度涨落与准热力

学理论符合得很好 ,对于定域二能级系统和 "#$%&’#$
固体，随着温度降低，量子效应显著起来，准热力学

理论就不再适用 ,用统计的方法重新推导的结果表

明，当温度趋于绝对零度时，温度涨落趋于零 ,

［+］ 4#&&’5 6 +/00 ’()* , "+,-)（1）/7
［(］ 89$:’5;<=& > > +/0/ ’()* , "+,-)（+）33
［7］ 6?@# A 6 B，CD9$%=$ E F，G:<#99$% 8 H ./ -0 +//1 ’()* , 1.$ ,

2.// , !" 7..1
［!］ B<=%I’< J > +/0! 34 , 5 , ’()* , #$ K(/

［1］ B?#55#’% L E H +//7 34 , 5 , ’()* , !% 1!
［K］ B9&?<#9 F 4 (..+ 6/-/7*/78-0 &.8(-978*（($: ’:）（ C#$M9I=<’：

"5%’N#’<）

［3］ J9<&O9$$ 8，89?5’< L，J’%% P (..! ’()* , 1.$ , 2.// , "& .0.!.(
［0］ J9<&O9$$ 8，89?5’< L，J’%% P (..! ’()* , 1.$ , " ’( .KK+!0
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1/3+#32#’-"4 ’" 4’0,/% 454#%04!
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