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根据细胞神经网络超混沌系统的特点，求得混沌驱动系统与响应系统之间的误差系统 (基于该误差系统，提出

了混沌系统的同步条件：使同步误差大范围渐近稳定，然后采用非线性系统的无源化方法设计了使误差系统大范

围渐近稳定的反馈镇定器 (四阶细胞神经网络超混沌系统的计算机仿真验证了该方法的有效性 (
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’ ) 引 言

自从 *+,-./ 和 0/..-11［’］在 ’22! 年首次提出混沌

同步以来，混沌同步问题得到了广泛的关注，许多学

者进行了深入细致的研究［$—%］( 这是因为混沌同步

不仅在理论上具有挑战性，而且在保密通信、化学物

理反应、生物系统等许多领域具有潜在的应用价值 (
混沌同步主要是利用一个混沌信号来驱动或控

制另外一个混沌，使两个混沌系统的状态误差趋于

零，其目的就是在响应端重构出驱动端的吸引子，可

应用于保密通信中［"—2］( 混沌信号具有非周期性连

续宽带频谱、似噪特性和长期不可预测性，为通信提

供了高度保密的手段，而超混沌系统能够产生更加

复杂的动力学行为，且具有非常强的随机性和长期

不可预测性，将具有更高的保密性能和实际应用价

值［’!—’3］(
本文研究细胞神经网络超混沌系统的同步问

题 (细胞神经网络超混沌系统具有规则的结构，并且

每个细胞单元仅与邻近的细胞相耦合，从而易于超

大规模集成电路的实现 ( 细胞神经网络能实现三维

甚至更高维的混沌动力学行为，更适合于保密通

信［’#—’"］(本文建立了细胞神经网络超混沌误差系

统，并对该误差系统进行坐标变换，基于无源化方法

来分析和设计超混沌误差系统的反馈镇定律 ( 当误

差趋于零时，两混沌系统便实现了同步 (计算机仿真

验证了该方法的有效性 (

$ ) 混沌同步问题的描述

考察以下的细胞神经网络超混沌系统 (
驱动系统为

!·4!（!）4 "! 5"（!），

!（!）4 !! ! #$ (
（’）

响应系统为

%·4!（%）5 &’ 4 "% 5"（%）5 &’，

%（!）4 %! ! #$ ，
（$）

式中，%，!! #$ 为状态变量；"! #$6 $ ，"：#$ " #$

为连续非线性函数；’ 为控制输入 ( 记混沌同步误

差为 () 4 %) 7 !)（’# )# $），则混沌同步问题可以

转化为对其同步误差系统的研究 (同步误差系统为

(·4 %·7 !·4 "( 5［"（%）7"（!）］5 &’ ( （3）

混沌系统的一个显著特征是其轨迹表现出整体

有界性，即吸引子内部的相互作用使得混沌系统的

非线 性 部 分 具 有 内 部 稳 定 性 和 有 界 性，因 此 有

定义 ’ (
定义 $ 混沌系统（’）和（$）的非线性部分"：

#$ " #$ ，满足 89:;,<9=> 条件

$"（%）7"（!）$# *$% 7 !$ 4 *$ ($，

（#）

式中，%!#’! #$ ，!!#$! #$ ，#’ 和#$ 分别为

混沌系统（’）和（$）的状态演化空间，* 为未知的

89:;,<9=> 常数 (
根据定义 ’，混沌同步误差系统（3）可以转化为

(·4（"( 5 +%!(）5 &’， （%）
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式中 !"#$ 为满足 !"#$%&"’( 条件的误差系统（)）的非

线性等效部分 *
根据（+）式，不失一般性，考察下列非线性误差

系统：

$·, %（ $）- &（ $）’，

( , )（ $），
（.）

式中，$! *+ 为状态向量；’! *, ，(! *, 分别为 ,
维的输入信号和输出信号；%（ $）和 )（ $）分别为 +
维和 , 维的向量函数，且 %（/）, /，)（/）, /；&（ $）

为 + 0 , 维的矩阵 *

) 1 基于无源性的反馈控制器设计

! "#$ 误差系统的反馈坐标变换和标准链式结构

对于混沌误差系统（.），考察输出信号 ( 对时间

的微分

(·,!)
!$$

·, !)
!$［ %（ $）- &（ $）’］

, -%)（ $）- -&)（ $）’ *
若 -&)（ $）"/，# $!*+ 成立，令 (·, .，则有

’ , 2
-&)（ $）

［ . 3 -%)（ $）］*

若 -&)（ $）, /，# $!*+ 成立，可以对 (·继续进行微

分，得

(4 , -5
%)（ $）- -&-%)（ $）’ *

若 -&-%)（ $）, /，则 可 以 进 一 步 进 行 微 分，直 到

-&-/ 3 2
% "/，即相对阶数为 /，此时有

’ ,［-&-/32
% )（ $）］32（3 -/

%)（ $）- .），

(（ /） , . *
对于误差系统（.），根据以上求相对阶数 / 的过

程可得到下面两个结论 *
结论 # 若误差系统（.）具有相对阶数 /，取新

的坐标变换

!2 , ( , )（ $），

!5 ,!
·

2 , -%)（ $），

!/ ,!
·

/32 , -/32
% )（ $），

及 + 3 / 维的变换函数

" ,"（ $）,［"2（ $），"5（ $），⋯，"+3 /（ $）］6，

使得"（ $）满足

-&"0（ $）,!"0

!$2
&2（ $）-!"0

!$5
&5（ $）- ⋯

-!"0

!$+
&+（ $）, /，

其中 &（ $）,［&2（ $），&5（ $），⋯，&+（ $）］6，那么误差

系统（.）与以下系统反馈等价：

!
·

2 ,!5，

!
·

5 ,!)，

!
·

/ , -/
%)（ $）- -&-/32

% )（ $）’ , .，

"
·, %/（"；!2，!5，⋯，!/ ）,［-%"0 ］，

( ,!2 , )（ $），

（7）

式中变换阵

#（ $）,［"，!2，⋯，!/ ］
6

,［"（ $），)（ $），⋯，-/32
% )（ $）］6

具有 局 部 微 分 同 胚，即 它 的 89%:;" 矩 阵 对 任 意

$!*+ 非奇异 *
结论 % 对于误差系统（.），其相对阶数为 /，若

存在 + 3 / 维变换函数"（ $）满足

!"0（ $）

! [$ &（ $），12%&（ $），

125
%&（ $），⋯，12/32

% &（ $ ]） , /，

且分 布$ , $#9<｛&（ $），12%&（ $），125
%&（ $），⋯，

12/ 3 2
% &（ $）｝是对和分布，那么误差系统（.）就可以通

过坐标变换和状态反馈将其转化为以下标准链式

结构：

!
·

2 ,!5，

!
·

5 ,!)，

!
·

/ , -/
%)（ $）- -&-/32

% )（ $）’ , .，

"
·, %/（"；!2），

( ,!2 , )（ $）*

（=）

!$%$ 误差系统的无源化

非线性误差系统（=）的无源化，就是利用无源性

与稳定性之间的等价关系，采用反馈补偿使系统成

为无源系统的过程，并且通过无源化可以得到反馈

镇定律［27—5/］*
引理 #（>?@（>9AB9<C?9%D;:E"’%&C@:#:E）引理［2=］）

对于误差系统（=），存在可微的非负定函数 3（ $），

使系统（=）是 无 源 的 充 要 条 件 是 当 且 仅 当 3（ $）

满足
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!"#（ $）! !，

!%#（ $）" &#（ $）$
（%）

对于混沌误差系统（&），若只考察子系统与积分

器串联所构成的系统

$·" "（ $，’），

’·" (，
（’!）

当 ’ " ! 时，系统在 $ " ! 是渐近稳定的，即 $ " ! 是

系统 $·" " (（ $）渐近稳定的平衡点，其中 " (（ $）"
"（ $，!），" (（!）" !$若令

" (!（ $，’）""
’

!

!"（ $，!）

!! !""’
)"，

则有

"（ $，’）" "’（ $）* " (’（ $，’）’ $ （’’）

考察（’’）式，并根据 +,-./012 逆定理［3’］，对于

在原点稳定的系统 $·" " (（ $），存在正定函数 )（ $）

（)（!）" !），且 )·" !"!
)（ $）4 !，# $$! 成立 $

定理 ! 对于非线性系统（’!），令 ’ 为该系统

的输出，设存在半正定函数 )（ $）%!，使得下式

成立：

)·" !"’
)（ $）! ! （# $ $ !）$ （’3）

若取反馈律

( " 5 !"(’
)（ $）* *， （’6）

则闭环系统对于存储函数

#（ $，’）" )（ $）* ’
3 ’3， （’7）

以及输入 * 是无源的 $
证明 由（’!）式及反馈控制律（’6）式构成的闭

环系统为

$·( " +（ $(）* ,（ $(）*，

’ " -（ $(）$
（’8）

式中，

$( "［ $ ’］#，

+（ $(）"
"!（ $）* " (’（ $，’）

5 !"(’
)（ $[ ]）

，

,（ $(）" [ ]!’ ，

-（ $(）"［! ’］$( $
利用（’3）式，可以验证

!+#（ $，’）" !)!$[ ]’ +（ $(）

" !"’
)（ $）* !"(’

)（ $）’ 5 ’!"(’
)（ $）

" !"(’
)（ $）! ! （# $( & .3），（’9）

!,#（ $，’）" ’ " -（ $(）$ （’:）

根据（’9），（’:）式可知系统（’8）具有 ;<= 特性 $ 由

引理 ’ 可知系统（’!）是无源的 $

"#"# 基于无源性的反馈镇定控制器设计

对于混沌误差系统（9），只考虑相对阶数为 6 时

的反馈镇定律的设计 $相对阶数大于 6 的混沌系统

可按照相同的方法逐步递推 $
当相对阶数为 ’ 时，通过坐标变换，误差系统

（9）可以写成

#
·
’ " *，

$
·" "!（$，#’），

（’&）

式中 * 为等价变换后新的控制输入信号，则存在定

理 3 $
定理 $ 对于系统（’&），如果存在函数%’（$）

（%（!）" !）和正定函数 )（$），使得 )·" !"!
)（$）4

!，#$$! 成立，则使闭环系统在原点稳定的反馈控

制律为

* " !%’

!$
"!（$，#’）5 !" ()（$）5#’ *%’（$）$

证明 假设存在适当的函数%’（$），使得#’ "

%’（$）时的子系统$
· " "!（$，%’（$））在原点$ " !

是渐近稳定的，且存在正定函数 )（$），使得 )· "
!"!

)（$）4 !，#$$! 成立 $

对系统（’&）取新的输出信号#(’ "#’ 5%（$），并

采用如下的坐标变换：

［$ #’］# ’［$ #(’ ］#， （’%）

则系统（’&）可以写成

$
·" "!（$，%’（$）*#(’ ），

#·(’ " 5%
·
’（$）* * $

（3!）

令反馈输入为

* "%
·
’（$）* *(

"!%’

!$
"!（$，%’（$）*#(’ ）* *(， （3’）

式中 *(为辅助输入信号，则（’:）式可以写成

#·(’ " *(，

$
·" "!（$，%’（$）*#(’ ）$

（33）

该系统的输出#(’ 满足零状态可检测条件，即具

有最小相位特性 $因此，按（’’）式可将 "!（$，%’（$）

*#(’ ）分解为

"!（$，%’（$）*#(’ ）" "!（$，%’（$））* " (（$，#(’ ）#(’ $
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由定理 ! 得到使闭环系统成为无源系统的反馈控制

律为

!" # $ "# "$（!）% !& ’ （()）

取闭环系统所对应的存储函数为

%（!，""! ）# &（!）% !
(""

(
! ’ （(*）

由引理 ! 所描述的无源性与稳定性的等价关系，令

!& # $""! ， （(+）

则由（((），（()），（(+）式所构成的闭环系统在原点

（!，""）#（,，,）是渐近稳定的 ’又因为坐标变换（!-）

式是满秩的，因此，使系统（(,）稳定的反馈控制器同

样也是系统（!.）的镇定控制律 ’将（()），（(+）式代入

（(!）式，可得到定理 ( 中的控制律 ’
对于相对阶数为 ) 的超混沌误差系统，进行坐

标变换后其标准链式结构为

"
·
! #"(，

"
·
( #")，

") # !，

!
·# #,（!，"!）’

（(/）

相应的反馈镇定律的设计可分三步进行 ’
第一步：首先视积分器"! 的输入"( 为假想控

制信号，利用!子系统与积分器"! 的串联结构，并

根据定理 ( 求得以（!，"!）为坐标的子系统所对应的

镇定控制律#(（!，"!）’
设存 在 函 数#!（!）和 正 定 函 数 $（!），使 得

!$
!!

#,（!，#!（!））0 ,，!!", 成立，即当"! ##!（!）

时，! 子 系 统 在! # , 处 渐 近 稳 定 ’ 令""! #"! $

#!（!），则（!，"!）子系统可以表示为

"
·"! #"! $#

·
!（!），

!
·# #,（!，""! %#!（!））’

进一步，若将"( 看作是该系统的假想控制输

入，根据定理 ( 可以得到镇定控制律

"( # !! ##(（!，"!）# !#!

!!
#,（!，"!）

$ "# ",
$（!）$"! %#!（!，"!）， （(1）

式中 #", 满足

#,（!，""! %#!（!））

# #,（!，#!（!））% # ",（!，""! ）""! ’
令

!" # !
""

[ ]
!

，

’,（!"，"(）#
#,（!，""! %#!（!））

"( $#
·
!（!

[ ]
）

，

则系统可以表示成

!
·" # ’,（!"，"(），

"
·
( # !! ’

（(.）

第二步：视") 为假想输入，用") 代替 !!，求使

（!，"!，"(）稳定的反馈控制律#)（!，"!，"(）’
对系统（(.）的!" 子系统，当"( ##(（!，"!）时，

取正定函数为 $"!（!，""! ）# $（!）% !
(""! ，将满足

!$"!
!!

’,（!"，#(（!"））0 , （!!" " ,）’

对系统（(.）重复使用定理 (，令

""( #"( $#(（!，"!），

#(（!，"!）##(（!"），

并记

’",（!"，""( ）#［, !］2，

则

’,（!"，""( %#(（!"））

# ’,（!"，#(（!"））% ’",（!"，""( ）""( ，

可得系统的反馈控制律为

!( # !#(

!!"
’,（!"，"(）$ "’ ",

$"（!"）$"( %#(（!"）’

由于

"’ ",
$"（!"）# !$!! ""[ ]! [ ],!

#""! #"! $#!（!），

则

!#(

!!"
’, # !#(

!!
!#(

!""[ ]
!

’,

#!#(

!!
#,（!，""! %#!）%!#(

!""!
［"( $#

·
!（!）］’

可求得系统（(.）的反馈镇定律为

!( ##)（!，"!，"(）

#!#(

!!
#,（!，"!）%!#(

!""!
［"( $#

·
!（!）］

$"! %#!（!）$"( %#(（!，"!）’ （(-）

第三步：在控制输入 ! 作用下，将（!，"!，"(，")）

系统视为子系统与积分器") 的串联，重复使用定理

(，可求得使系统镇定的反馈控制器 ! ’
令

("( #
("!

""
[ ]

(

，
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!!（!"# ，"$）%
!&（!"! ，"#）

""# %"$ ’#
·
#（!，"!，"#

[ ]
）

，

则系统可以表示成

!"# % !!（!"# ，"$），

"
·
$ % " (

（$&）

令

"$ %#$（!，"!，"#），

""$ %"$ ’#$，

有

#"#（!，"!，"#）% #"! ) !
#""

#
#

% #（!）) !
#""

#
! ) !

#""
#

# (

记 !"!（!"# ，""
#

$ ）%［& !］*，可以得到

!!（!"# ，"$）% !!（!"# ，#$ )""$ ）

% !!（!"# ，#$）) !"!（!"# ，""$ ）""$ (
对系统（$&）重复使用定理 #，得到反馈控制律

" % !#$

!!"#
!!（!"# ，"$）’ $!"!

#"#（!"# ）’"$ )#$ (

由于 !"! %［& !］*，可得

$!"!
#"# % !

#"#
!!"! "

"[ ]# [ ]&!
%""# %"# ’##（!），

!#$

!!"#
!!（!"# ，"$）% !#$

!!"!
!#$

!""
[ ]

#
!!（!"# ，"$）

% !#$

!!"!
!#$

!""
[ ]

#

!&（!"! ，"#）

""# %"# ’#
·[ ]
#

%!#$

!!"!
!&（!"! ，"#）)!#$

!""#
［"$ ’#

·
#］，

则

" %!#$

!!"!
!&（!"! ，"#）)!#$

!""#
［"$ ’#

·
#］

’（"# ’##）’"$ )#$（!"# ），

!#$

!!"!
!&（!"! ，"#）% !#$

!!
!#$

!""
[ ]

!

%&（!，"" )#!）

"# ’#
·
!（!

[ ]
）

%!#$

!!
%&（!，"!）)!#$

!""!

+［"# ’#
·
!（!，"!）］(

最终可得到控制律为

" %!#$

!!
%&（!，"!）)!#$

!""!
［"# ’#

·
!］

)!#$

!""#
［"$ ’#

·
#］’（"! ’#!）

’（"# ’##）’"$ )#$ ( （$!）

,- 四阶细胞神经网络 超 混 沌 系 统 的

同步

./01 和 2134 在 !556 年首创细胞神经网络［!7］(
细胞神经网络的一个细胞是一个线性电容和一些压

控电流源构成的非线性电路 ( 简化的推广细胞神经

网络 的 细 胞 模 型 可 由 以 下 无 量 纲 的 非 线 性 状 态

方程描述：&·’ % ’ &’ ) (’)’ ) *& ) *+ ) ,’ ，其中 ’ 是

细胞记号，&’ 为状态变量，)’ 为细胞输出，且 )’ %

&-8（ &’ ) ! ’ &’ ’ ! ），(’ 为常量，,’ 为门 限 值，

*& 和 *+ 分别是所考虑连接细胞输出和状态变量的

线形组合 (
四阶细胞神经网络超混沌系统的状态方程为

&·! % ’ &$ ’ &,，

&·# % #&# ) &$，

&·$ % !,&! ’ !,&#，

&·, % !&&&! ’ !&&&,

) !&&（ &, ) ! ’ &, ’ ! ）(
根据（7）式，可以得到驱动系统与响应系统之间

的误差系统为

-·%

& & ’ ! ’ !
& # ! &
!, ’ !, & &
!&& & & ’ !&&（! ’ $











）

- ) .（ -）/ (

四阶细胞神经网络超混沌系统的同步问题就是

使误差系统为渐近稳定 ( 采用本文给出的控制器设

计方法，仿真结果如图 ! 所示，在 6& 9 加入控制，系

统经过一段时间调整后，很快达到了同步 (
控制器的设计过程分为三步 (
第一步：令 . %［ ’ ! & & ’ !］*，取 0（ -）%

-# 为输出，求得以下数据：

1.0（ -）% &，

$%0（ -）% #-# ) -!，

$#
%0（ -）% !,-! ’ !&-# ) #-$，

［ %，.］%［’ ! & !, !&&$］*，

则

$.!（ -）% ’ !!!-!
’ !!!-,

% &，

$［ %，.］!（ -）% ’ !!!-!
) !,!!
!-#

) !&&$ !!
!-,

% & (
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图 ! 四阶细胞神经网络超混沌系统同步误差曲线

可以求得该方程组的一个解为

!（ !）" !! # ! # !$$"
!% !& ’ !% (

取坐标变换为

"! " #（ !）" !)，

") " "$#（ !）" )!) # !!，

"& " ")
$#（ !）" !%!! ’ !$!) # )!&，

!（ !）" !! # ! # !$$"
!% !& ’ !%， （&)）

则坐标变换的标准式为

"
·

! "")，

"
·

) ""&，

"
·

& " %，

!
·" $$（!，"!）"［"$!（ !）］

" ! $ ! # !$$"
!% ’[ ]!

$ $ ’ ! ’ !
$ ) ! $
!% ’ !% $ $
!$$ $ $ ’ !$$（! ’ "











）

!!
!)
!&
!













%

(

通过计算可以得到

!
·" $$（!，"!）" ’（! # !$$"）"! #（’ ** # !$$"）!

’（’ )"! #")）! #（’ ** # !$$"）
! # !$$"[ ]!% (

（&&）

为使（&&）式等号右端不含")，令该式等号右端

的最后一项为零，即 ! #（ ’ ** # !$$"）
! # !$$"

!% " $，

求得 " " $+*,,-，并 把 " 值 代 入（&&）式，得!
· "

’ $+!%!’ **+,-"! (

第二步：取"! "#!（!）"!，&（!）" !
)!

)，令".!

""! ’#!（!）(由
$$（!，#!（!）#".! ）" $$（!，#!（!））# $ .$（!，".! ）".!

得 $ .$ " ’ ** (,- (
因为
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!·! "#"
! ! !!

!!
#"（!，"#）

!!（$ "%#&! $ ’’%()"#）

! $ #""!
* + "，

所以得

#*（!，"#）!!##

!!
#"（!，"#）$ "# ,"

!（!）$"# -##（!）

! $ ".#&!，

!##

!",#
! "，

!（!，"#）! !（!）- #
*［"# $!］* .

可以验证

!·# ! !
!#

!!!
·-!

!#

!"#
"
·
# ! $ #""!

* + " .

第三步：令"* !#*（!，"#），并注意到"# !##（!）

!!，!
· !"*，可以得到

#/（!，"#，"*）!!#*

!!
#"（!，"#）-!#*

!",#
［"* $#

·
#（!）］

$"# -##（!）$"* -#*（!，"#）

! ".((! - #*.’("# $"* .

由",* !"* $#*（!，"#），可得!#/

!",#
! #* .’(，!#/

!",*
! $ # .

注意到"# !## !!，"
·
# !"*，"

·
* !"/，并由（/#）

式可得

$ ! #.0*! - ##.’("# $ " .*)"* $ *"/ . （/&）

把（/*）式代入（/&）式，最终求得控制律为

% ! $ *).*(&# - /# .&)&* - (&/ $ # .0*&& .

1 % 结 论

本文尝试用无源化方法实现两个超混沌系统同

步 .求出了两个混沌系统的误差系统，采用无源化方

法设计误差系统的反馈镇定器，并以四阶细胞神经

网络超混沌系统为例进行仿真验证，仿真结果表明

该方法能够使驱动系统与响应系统全局同步 .
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