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研究了具有同宿轨道、异宿轨道的双势阱 +,--./0 振子在谐和激励与有界噪声摄动下的混沌运动 1基于同宿分

叉和异宿分叉，由 234/.567 理论推导了系统出现混沌运动的必要条件及出现分形边界的充分条件 1结果表明：当

8.3/39 过程的强度参数大于某一临界值时，噪声增大了诱发混沌运动的有界噪声的临界幅值，相应地缩小了参数

空间的混沌域，且产生混沌运动的临界幅值随着噪声强度的增大而增大 1同时数值计算了最大 :;<=,/67 指数，由最

大 :;<=,/67 指数为零从另一角度得到了系统出现混沌运动的有界噪声的临界幅值，发现在 8.3/39 过程的强度参数

大于某一临界值时，有界噪声的临界值也随着噪声强度的增大而增大 1进一步用 >6./?<9@ 截面研究了有界噪声对系

统的影响，结果表明，当 8.3/39 过程的强度参数小于某一临界值时，混沌吸引子扩散的面积随噪声强度的增大而有

所增大 1
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! L 引 言

考虑谐和激励与有界噪声摄动下的 +,--./0 振

子，其运动方程为

!·M "，
（!）

"·M ! N !A O!!) N"" O #! ?6P#! $

O #"$（ $），

式中，!Q % 为非线性强度，"Q % 为阻尼系数，#% Q %
（ % M !，"）分别为谐和激励和有界噪声的幅值，$（ $）

为有界噪声［!］，即

$（ $）M ?6P（#" $ O%），

% M&&（ $）O’，

式中，#" 为中心频率，&（ $）为标准的 8.3/39 过程，&
为频率的随机扰动强度，’为［%，"!）均匀分布的随

机变量 1$（ $）谱密度函数为

’$（(）M !
’ (! &"

’（( N#"）" O&’

O &"

’（( O#"）" O&
)’ 1

方程（!）有广泛的应用背景，物理学、工程技术以及

生物 学 等 领 域 中 的 许 多 问 题 都 可 以 模 型 化 为 该

方程 1
目前非线性系统在周期或噪声摄动下的混沌运

动越来越受到人们的关注［"，A］，系统（!）的一些特例

已有广泛的研究 1 例如：当$（ $）也为谐和激励时，

R./0 等［’］用二阶平均法和 234/.567 方法讨论了在周

期摄动和拟周期摄动下系统复杂的动力学行为 1由
于激励往往具有随机性质，噪声摄动下系统（!）的一

些特 例 也 有 不 少 研 究 1 例 如：当! M % 时，:./ 和

S.G［)］用随机 234/.567 方法研究了谐和力与白噪声

外激下系统的混沌运动，发现弱噪声降低了出现混

沌的谐和力幅值，扩大了参数空间中的混沌域；83.
和 :3/0［&］计算了系统的最大 :;<=,/67 指数，发现噪

声在某种程度对系统有一定的稳定作用；D.3［$］用修

正的 234/.567 函数推导了白噪声参激下谐和激励的
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!"##$%& 振子出现混沌的必要条件，发现弱噪声增大

出现混沌运动的谐和力幅值，而计算最大 ’()*"%+,
指数却发现噪声减小了出现混沌的谐和力幅值，两

个结论正好相反；’$" 等［-］结合随机 ./0%$1+, 方法和

数值方法研究了有界噪声参激下具有同宿轨道的

!"##$%& 振子混沌运动，发现对于较大的 2$/%/3 过程

强度参数，系统产生混沌运动的阀值随噪声强度的

增大而有所增大，对于较小的强度参数，两种方法得

到结果却不一致 4
因此，噪声对于系统混沌运动的影响有待进一

步研究 4鉴于此，本文研究谐和激励与有界噪声摄动

下具有同宿轨道、异宿轨道的双势阱 !"##$%& 振子的

混沌运动 4

5 4随机 ./0%$1+, 过程

当!6 !7 6 !5 6 8 时，与系统（7）相应的未扰系

统的运动方程为

"·6 #，

#·6 " 9 ": ;""< 4
（5）

系统（5）的 =)>$0?+% 函数及势函数分别为

$（"，#）6 7
5 #5 9 7

5 "5 ; 7
@ "@ 9 7

A""
A，（:）

%（"）6 9 7
5 "5 ; 7

@ "@ 9 7
A""

A 4 （@）

系统（5）的相轨图和势函数图如图 7 所示 4通过

对系统（5）的平衡点稳定性分析可知：当" 6 8B75<
时，系统（5）具有 < 个平衡点，其中 &’（ ’ 6 8，7，5）为

鞍点，(’（ ’ 6 7，5）为中心 4从图7（)）可见，#;
C+ 和#9

C+

为连接鞍点 &8 的两条同宿轨道，#;
C/ 和#9

C/ 为连接鞍

点 &7 和 &5 的两条异宿轨道 4
./0%$1+, 方法是基于摄动分析给出受到小扰动

的可积系统出现横截同宿（异宿）轨道的解析条件，

作为预测系统出现混沌运动的必要条件 4由 D+$%E)3F
理论［G］知，如果 ./0%$1+, 函数有简单零点，则系统稳

定流形与不稳定流形横截相交，一旦相交就有无数

次相交，吸引子的相空间发生形变，不停地伸缩与折

叠，从而产生 H>)0/ 马蹄意义下的混沌 4 =+0>/I［78］首

次应用 ./0%$1+, 方法研究负线性刚度的谐和激励系

统的混沌运动 4 2$&&$%I［77］将 ./0%$1+, 方法推广到激

励为多种频率的情形；随后 J3/( 和 H$>$"［75］提出广

义随机 ./0%$1+, 方法 4 下面用随机 ./0%$1+, 方法研

究系统（7）的混沌运动 4

图 7 系统（5）的相轨图及势函数图 （)）相轨图，

（K）势函数图

设（"8，#8）6（ "8（ )），#8（ )））为未扰系统（5）的

同（异）宿轨道，且$5 6 *$7（ * 为整数）4 假设!，!’

（ ’ 6 7，5）同为%阶小量，即! 6%!
—

，!’ 6%!
—

’（ ’ 6 7，

5）4由于有界噪声&（ )）可以表示成一簇具有随机频

率和相位的谐和函数之和的形式［75］，由文献［77］可

得到系统（7）的随机 ./0%$1+, 过程为

+（ )7，)5）6 9!
;L

9L
!

—

#58M) ;!
;L

9L
!—7 #8E+I$7（ )7 9 )）M)

;!
;L

9L
!—5 #8&)5 9 )

M)

6 9 , ; -（ )7）; .)5
4 （<）

（<）式中前两个积分为随机 ./0%$1+, 过程的均值部

分，最后一个积分为随机 ./0%$1+, 过程的随机部分 4
将 /（ )）6 !—5 #8（ )）看作轨道滤波器 0 的脉冲响应

函数，. 6&" / 是&关于 / 的卷积，是输入&经过

滤波器 0 的输出 4易知 .)5
是一个平稳的随机过程，

均值为零，方差为
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!!
! "!

#$

%$
"（"） ! ##（"）&"， （’）

式中

"（"）"!
#$

%$
$（ %）(%)"% & % *

从系统（!）很难求出 &+ 的解析表达式，我们用

数值积分方法求解 &+（下面将会给出具体的算法）*
注意到 &+（ %）是 % 的函数，且 %"（ % $，# $），当

（’+，&+）为同宿轨道时，由图 ,（-）可知，选积分的初

始点为同宿轨道$#
./ 与 ’ 轴的交点，此时 &+（ %）为 %

的奇函数，方程（0）可简化为

(./1（ %,，%!）" % !%
—

) # !*—, 234&, %, +./1,（&,）# !%!
，

（5）

式中，

) "!
#$

+
&!+ & %，

+./1,（&,）"!
#$

+
&+ 234&, %& % *

从而随机 6(7438/9 函数在均方意义下出现简单零点

的条件为

〈%)〉! #〈*, +./1,（&,）〉!

#
（*!!）!

!!
#$

+ !
#$

+
&+ 234"%& %

!

:
,

;（" %&!）! #!( ;

# ,
;（" #&!）! #! ); &"* （<）

当（’+，&+）为异宿轨道时，选积分的初始点为异宿轨

道$#
.( 与 & 轴的交点，此时 &+（ %）为 % 的偶函数，方

程（0）可简化为

(.(=（ %,，%!）" % !%
—

, # !*—, >/2&, %, +.(=,（&,）# !%!
，

（?）

式中，

, "!
#$

+
&!+ & %，

+.(=,（&,）"!
#$

+
&+ >/2&, %& % *

从而随机 6(7438/9 函数在均方意义下出现简单零点

的条件为

〈%,〉! #〈*, +.(=,（&,）〉!

#
（*!!）!

!!
#$

+ !
#$

+
&+ >/2"%& %

!

:
,

;（" %&!）! #!( ;

# ,
;（" #&!）! #! ); &"* （,+）

当有界噪声中’" + 时，系统（,）退化为双频谐和激

励的 @ABB34C 振子 * 基于同宿分叉与异宿分叉，可能

出现混沌的参数域分别为

%) # *, +./1,（&,）# *! +./1!（&!）， （,,）

%, # *, +.(=,（&,）# *! +.(=!（&!）， （,!）

式中，

+./1!（&!）"!
#$

+
&+ 234&! %& %，

+.(=!（&!）"!
#$

+
&+ >/2&! %& % *

D *数值计算

! "#$ 同宿分叉及异宿分叉

在数值 计 算 部 分，固 定 方 程（,）的 参 数( "
+E,!0，&, " ,E+，&! " !E+ *对于同宿分叉条件（（<）和

（,,）式），首先需要对方程（!）用四阶 FA4C(GHA==- 数

值求解 &+（ %）（步长取为 +E++,），然后用数值积分方

法（步长取为 +E,）求积分常数 )，+./1, 和 +./1! *在参

数空间（*,，*!，%）中，可能出现混沌运动临界值的

上界（（<）和（,,）式中的不等式取为等式）之间的关

系分别如图 !（-）和（I）所示；在平面（ *,，%）和（ *!，

%）中，可能出现混沌运动临界值的上界之间的关系

如图 !（>）和（&）所示 *
方程（,）异宿分叉条件（（,+）和（,!）式）可类似

地讨论，可能出现混沌运动临界值的上界之间关系

见图 D *由图 ! 和图 D 可知，有界噪声在频率上的扩

散增大了诱发混沌运动的临界幅值，相应地减小了

参数空间混沌域 *另外，当 *, " +E,0，% " +E!0 时，

（<）和（,+）式也分别描绘了诱发混沌运动的有界噪

声的临界幅值与 J3(4(K 过程的强度参数之间的关

系，如图 ; 中的实线所示 *

!$%$ 分形边界

检验同宿分叉和异宿分叉的另一有效工具是数

值计算系统的分形域边界，同宿分叉或异宿分叉的

临界值是系统出现分形边界的充分条件［,D—,0］*当系

统出现分形边界时，即使系统处于非混沌运动状态，

系统对初始条件也极端敏感 *取 *! " +E!，% " +E!0，

当 *, 小于同宿分叉的临界值 +E,D’5 时，系统（,）将

+<’, 物 理 学 报 00 卷



图 ! 系统（"）的同宿分叉曲面和曲线 （#）空间（!"，!!，!）同宿分叉曲面（在"$ %），（&）空间（!"，!!，!）同宿分叉曲面

（在#$ "’%），（(）平面（!"，!）同宿分叉曲线（在 !! $ !’%），（)）平面（!!，!）同宿分叉曲线（在 !" $ %’*）

图 + 系统（"）的异宿分叉曲面和曲线 （#）空间（!"，!!，!）异宿分叉曲面（在" $ %），（&）空间（!"，!!，!）异宿分叉曲面

（在#$ "’%），（(）平面（!"，!）异宿分叉曲线（在 !! $ !’%），（)）平面（!!，!）异宿分叉曲线（在 !" $ %’*）
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图 ! 有界噪声的临界幅值 !" 与 #$%&%’ 过程的强度参数!之间的关系 ———为理论解，((((为数值解 )（*）同宿分叉；（+）异宿分叉

在势阱 ", 或 "" 内做周期运动，当 !, 略大于同宿分

叉的临界值时，系统仍有可能是周期运动 ) 图 - 是

!, . /0,，/0,123，/0,-，/0,3 时，系统运动处在势阱 ",

周围的吸引域；同样可以讨论系统运动处在势阱 ""

图 - 系统运动处在势阱 ", 周围的吸引域 （*）!, . / ),，（+）!, . / ),123，（4）!, . / ),-，（5）!, . / ),3
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周围的吸引域 !由图 " 可见，当 !# $ %&#’() 时，吸引

域有规则的边界，随着 !# 的增大吸引域的规则边界

被破坏，分形吸引域边界越来越明显 !

图 ( 系统（#）的最大 *+,-./01 指数!与有界噪声的幅值 !2 之间的关系 （,）"3 %，（4）#3 %&#，（5）#3 %&"，（6）#3 ’&%，

（7）#3 "&%，（8）#3 9&%

!"!" 最大 #$%&’()* 指数

为了检验由随机 :7;/<=01 过程的均方值准则得

到的可能出现混沌的有界噪声临界值 !2 与 ><7/7?

过程的强度参数#关系，下面采用 >0;8 等［#(］的 @AB
（一般微分方程）算法计算系统（#）的最大 *+,-./01

指数 !固定参数$ 3 %&2"，!# 3 %&#"，当" 3 % 及#
3 %&#，%&"，’&%，"&%，9&%，系统的最大 *+,-./01 指数

如图 ( 所示 ! 由最大 *+,-./01 指数为零，得到诱发

混沌运动的临 界 值 与 ><7/7? 过 程 的 强 度 的 关 系

如图 C 中的虚线所示 !由图 ( 可见：对于较小的幅值

’9(#C 期 杨晓丽等：谐和激励与有界噪声作用下具有同宿和异宿轨道的 A.88</D 振子的混沌运动



!!，最大"#$%&’() 指数为负，随着 !! 的增大，最大

"#$%&’() 指 数 由 负 变 为 正，表 明 系 统 出 现 混 沌

运动 *在谐和激励下，当 !! 超过临界值之后，最大

"#$%&’() 指数还有许多负值出现，表明系统又回到

周期运动；在有界噪声作用下，噪声的作用是改变这

些周期运动 *
从图 + 可知，对于较小的 ,-.’./ 过程的强度参

数，出现混沌运动的临界值与噪声强度之间的关系

类似于文献［0］所述，文献［0］指出，随机 1.2’-3()
方法预测的结果表明系统出现混沌运动临界值随着

噪声强度的增大而增大，而数值计算最大 "#$%&’()
指数的结果却相反 *对于较大的 ,-.’./ 过程的强度

参数，两种方法得到的结果都表明诱发混沌运动的

临界值随着噪声强度的增大而增大 *

!"#" $%&’()*+ 截面

为验证上述数值计算最大 "#$%&’() 指数结果

的正确性及说明有界噪声对系统混沌吸引子的影

响，下面研究系统（4）的 5(-’6$/7 截面 * 取连续迭代

的 5(-’6$/7 截面为

"：!!!，

! 8｛（#（ $），%（ $）） $ 8 9，

!!:"4，+!:"4，⋯｝" &! *
在相平面上选取 499 个初始点，对于每一个初始点，

用四阶的 ;&’<.=>&??$ 方法对系统（4）求解，且迭代

每经过一个周期取一个相点，对每一个初始点取

49999 个相点，选后 @A99 个相点做 5(-’6$/7 截面 *从
系统（4）的最大 "#$%&’() 指数可知：当 !! 8 9B0，#8
9，9B99A，9B4 时，最大 "#$%&’() 指数大于零，系统处

于混沌状态 * 取上述参数，此时系统（4）的 5(-’6$/7
截面的结果见图 0 *由图 0 可见，对于相同幅值的有

界噪声，当 ,-.’./ 过程的强度参数小于某一临界值

时，混沌吸引子扩散的面积随噪声强度的增大而有

所增大 *

图 0 系统（4）的 5(-’6$/7 截面 （$）#8 9B9，（C）#8 9B99A，（6）#8 9B4
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!" 结 论

研究了有界噪声对谐和激励下具有同宿轨道、

异宿轨道的双势阱的 #$%%&’( 振子混沌运动的影响 )
首先，基于同宿分叉和异宿分叉，由 *+,’&-./ 方法推

导了系统出现混沌运动的必要条件及出现分形边界

的充分条件，并由此条件描绘了系统的分叉曲面、分

叉曲线和吸引域 ) 结果表明：对于较大的 0&+’+1 过

程的强度参数，噪声增大了诱发混沌运动有界噪声

的临界幅值，缩小了参数空间的混沌域，且诱发混沌

运动的临界值随着 0&+’+1 过程强度参数的增大而

增大 )其次，数值计算了系统的最大 2345$’./ 指数，

对于 较 大 的 0&+’+1 过 程 的 强 度 参 数，由 最 大

2345$’./ 指数为零得到产生混沌运动有界噪声的临

界幅值也随着 0&+’+1 过程强度参数的增大而增大，

然而对于较小的噪声强度，两种方法得出的结果却

截然 相 反，这 尚 待 进 一 步 研 究 ) 另 外，数 值 计 算

6.&’7418 截面结果表明，当 0&+’+1 过程的强度参数

小于某一临界值时，混沌吸引子扩散的面积随噪声

强度的增大而有所增大 )最后，需要指出的是本文所

研究的 #$%%&’( 系统的势阱是无界的 )在这种特殊的

情形下，如何基于异宿分岔应用 *+,’&-./ 方法研究

系统的混沌行为，目前还存在着一定的争议 )本文对

此作了一些有益的尝试，更深入的探讨将另文发表 )
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