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根据矩阵 ()*+ 逼近理论，把磁化色散介质的相对磁导率张量表示成以 ,!为自变量的矩阵函数形式，用!-!!
代替 ,!后过渡到时域，再引入离散时域移位算子代替时间微分算子 .进而导出磁化色散介质中的磁感应强度 ! 和

磁场强度 " 在离散时域的色散关系，并将其具体应用于旋磁介质，得到了这种磁化色散介质的 ()*+ 时域有限差分

方法的递推表达式 .作为验证，用这种方法计算了磁化铁氧体球的后向雷达散射截面，所得结果与文献结果一致 .
理论推导及算例表明，该方法是正确和有效的 .
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!国家自然科学基金（批准号：1#’!"#"2）资助的课题 .

" 3 引 言

铁氧体材料为色散介质，在有外加磁场时为各

向异性 .近年来，对其物理特性的研究已成为热点之

一，如文献［"，$］分别研究了磁化铁氧体材料的自旋

电流及自旋极化电流的影响和作用 .本文主要研究

应用于磁各向异性色散介质的电磁散射的时域有限

差分（4565）算法 .对于色散介质的 4565 方法研究

现在有递推卷积法［’］、辅助差分方程法［/—!］、" 变换

法［2］、移位算子法［&］等，但它们都是用来解决各向同

性介质的电磁问题 .本文讨论磁各向异性色散介质

的 4565 方法 . 根据矩阵 ()*+ 逼近理论［"#］，把色散

介质的相对磁导率张量写成以 ,!为自变量的矩阵

形式，用!-!! 代替 ,!过渡到时域，再引入离散时域

移位算子代替时间微分算子来处理矩阵函数形式的

磁导率张量，进而导出磁化色散介质中磁感应强度

! 和磁场强度 " 之间的色散关系在离散时域的表

达式，并且将其具体应用于旋磁介质，得到了这种介

质的 ()*+74565 算法表达式 .
作为验证，计算了磁化铁氧体球的后向雷达散

射截面（89:），所得结果与文献结果一致 .理论推导

及算例表明，该方法是正确有效的 .

$ 3 磁各向异性色散介质中的 4565 迭

代式

磁各向异性介质中无源麦克斯韦旋度方程为

"
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设介质的介电系数"> 为各向同性且与频率无关，但

介质磁性质为色散且各向异性，即!> < !>（!）且

为张量 .所以在用 4565 方法处理这种介质的电磁

散射时，关于电场的 4565 迭代式与常规 4565 相

同，即
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而磁场分量的 ’()( 迭代式则要按如下方式进行处

理（以 ) 分量为例）：
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然后利用方程（,）求出 ! 与 " 之间的关系式，进而

将磁场强度 ! 与电场强度# 相关联，即按照 !!#
!"!! 的方式进行时域计算 %计算的难点在于求

出 ! 与" 之间色散的时域递推关系式 %下面根据矩

阵 -./0 逼 近 理 论，采 用 移 位 算 子 法 来 处 理 这 一

问题 %

, 1 离散时域的本构关系

!"#" 矩阵 $%&’ 逼近原理

设某一关于复变量 $ 的矩阵函数 $（ $），有矩阵

多项式展式

$（ $）* "
2

& * 3
$& $& ， （4）

式中 $& 为矩阵，且彼此不相关 % 对这种矩阵函数

$（ $），可以用如下两种矩阵 -./0 近似来逼近［"3］：

$（ $）$!$"
,（ $）"-（ $）* %（ $-!,!"） （5）

和

$（ $）$ &-（ $）’ $"
,（ $）* %（ $-!,!"）， （6）

式中 -，, 分别为矩阵多项式"- ，&- 和!,，’, 的最

高阶数 %尽管"-#&- ，!,#’,，但可以证明上述两

种逼近是一样的［"3］，且矩阵函数 $（ $）的矩阵 -./0
近似可以唯一地表示为
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（7）式成立的条件是

!,（ $）· $（ $）$"-（ $）* %（ $-!,!"），（"3.）
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式中 ( 是单位矩阵 %（"38）式为标准化条件 %

!"(" 离散时域含移位算子本构关系的推导

设频域（时间因子为 9:"! ）中介质的本构关系为

" *#3#;（"）·!， （""）

磁化铁氧体材料的磁导率#;（"）为一个 , < , 的复

矩阵，根据矩阵 -./0 逼近（5）式，可以将它写成如

下矩阵函数形式：
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式中，!/，"# 分别为矩阵多项式!,，"- 的系数矩

阵，［·］$ "表示矩阵求逆 %

利用频域到时域的算子转换关系 :"!""!，代入

（""）式得到时域本构关系为
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"
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式中#;
"
"( )! 为磁导率的时域算子形式，
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将（"&）式代入（""）式，整理后得
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（"+）式也是时域中含时间导数算子的本构关系 %
为了得到（"+）式在时域的递推计算式，下面引

入时域的移位算子，讨论时间导数算子在离散时域

中的形式 %设函数

(（ !）* ".（ !）
"! ， （"4）

将（"4）式在 # !( )"
# !! 时刻进行中心差分，并将其
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左端取平均值近似，可得
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引进离散时域的移位算子 %$ ，即

%$ #" $ #"!" & （"(）

联立（"’）和（"(）式，整理后可得

%$ ! "( )# !" $ %$ % "
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或者
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比较（#*）和（"+）式，可得

"
"$ , #

!$
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（#"）式给出的是时间微分算子过渡到离散时域时的

移位算子的表示式 &
将（#"）式代入（"-）式，整理后得到离散时域的

本构关系
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将（##）式等号两边分别乘以（ %$ ! "）& ! (得
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（#.）式给出的是离散时域含移位算子的本构关系 &
特别地，当 & $ #，( $ # 时，（#.

{
）式变为
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整理（#/）式，可得
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（#-）式即为从 ! 到" 的时域递推计算公式，其中
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从（#-）式可以看出，当色散介质的相对磁导率的矩

阵函数的最高次幂 & $ #，( $ # 时，需知道前两个

时刻的 ! 与" 值和当前时刻的 ! 值才能求出当前

时刻的" &需注意的是，由于方程（#-）中的系数都是

矩阵形式，所以 " 某一分量的计算不仅与! 的三个

分量有关，而且还与自身其他两个分量有关 &

/ 0 磁化铁氧体材料的离散时域本构关

系的推导

当外置磁场平行于 % 轴时，饱和磁化铁氧体的

磁导率为
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式中，% 为单位矩阵，%为磁化率矩阵，
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这里，#* $%**，** 为外加磁场强度的幅值；%为旋

磁比（%$ "0’+ 3 "*""42567）；#2 $%·/#& 8，& 8 为饱

和磁化率；$为阻尼因子 &
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根据方程（!），有
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将（&(）式代入（!#）式得
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整理（!$）式得
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（!&）式即为频域的 ! 和 " 之间的本构关系 ’为了求

出其离散时域形式，必须求出（&!）式中的相关系数

矩阵 ’从（!&）式可知，" " &，# " &’对比（$&,）式可知，

只要将（!&）式化为以 )#为变量的二阶矩阵多项式即

可求出相关系数矩阵，且要满足标准化条件"#（#）

" # ’为此，（!&）式的等号左端和右端可分别写为
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又由方程（*）和（&$,）可得
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所以，将""，"&，"$，#"，#& 及#$ 代入（$0）式就可求

出 #"，#&，#$，$"，$& 及 $$，详见附录 )再将它们代入

（$/）式就可求出 " 与! 之间的离散时域递推关系 )

下面以磁场 % 分量 &$ % &1$
% ’，( % &

$ ，) %( )&
$ 的

计算为例，给出具体的离散式 )由（$/）式可得

!$%&1$ ! $ (&
" #"!

(&
" ·"$%&1$ % $ (&

" #&!
(&
" ·"$(&1$

% $ (&
" #$!

(&
" ·"$(*1$ ( $ (&

" $&·!$(&1$

( $ (&
" $$·!$(*1$， （*0）

即

&%

&*

&









+

$%&1$

! %·

,%

,*

,









+

$%&1$

% &·

,%

,*

,









+

$(&1$

% ’·

,%

,*

,









+

$(*1$

( (·

&%

&*

&









+

$(&1$

( )·

&%

&*

&









+

$(*1$

，（*2）

式中，设
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于是有

&$%&1$
% （ ’，( % &1$，) % &1$）
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由（&)）式可知，在进行空间离散时 ! 与" 的相同分

量在同一节点进行离散，如 "$（ %，& # "$%，’ # "$%），

,$（ %，& # "$%，’ # "$%）(但在 ! 与 " 之间的离散时

域的递推关系中，,# # "$%
$ （ %，& # "$%，’ # "$%）的计算不

仅与当前时刻同一节点的 "# # "$%
$ （ %，& # "$%，’ # "$%）

有关，而且与同一节点前两个时间步的 "# ’ "$%
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( ，"# ’ &$%

. ，,# ’ "$%
( ，,# ’ &$%

. 有关，

但这四个分量均不在（ %，& # "$%，’ # "$%）节点，因此

必须在空间上进行线性插值过渡到离散节点，例如
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磁场强度的其他两个分量的计算与此相同 (至
此已完成磁化铁氧体材料本构关系的时域离散形式

推导 (

, - 数值结果

作为验证，用上述方法计算了半径为 .-", / 的

磁化铁氧体球的后向 012，结果如图 " 所示 ( 3454
计算中!! " 6/，!/ !!$（%!），其中 ! 为光速，入射

波为高斯脉冲 0 7（ /）! 89: ’
*"（ / ’ /.）%

"
[ ]% 沿着 .

轴入射，其中"! ;.!/，/. ! .-)"(外加磁场平行于 .
轴，#. ! %"< %. =>?，#/ ! %"< ". =>?，$! .-"，%. !
)-), < ".’ "% 3$/，&. ! *"< ".’ @ A$/(图 " 中三角形

表示本文计算值，作为对比，图 " 中还给出了文献

［""］的计算值（图中圆圈所示），可见两者符合得非

常好 (

图 " 铁氧体球（半径为 .-", /）的后向 012

; - 结 论

铁氧体材料为色散介质，在外加磁场的条件下

又呈现出磁各向异性 (根据矩阵 BCDE 逼近理论将色

散介质的相对磁导率张量写成以 F#为自变量的矩

阵函数，用#$#/ 代替 F#，过渡到时域，再引入离散

时域移位算子代替时间微分算子来处理矩阵函数形

式的磁导率张量 (进而导出磁化色散介质中的磁感

应强度 ! 和磁场强度" 之间的离散时域表达式，并

将其具体应用于磁旋介质，得到了这种磁化色散介

质的 BCDEG3454 递推表达式 (作为验证，计算了磁化

铁氧体球的后向 012，所得结果与文献一致 (理论推

导及算例表明，该方法正确可行，且推导简单、概念

简明 (
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附 录

将!!，!"，!#，"!，"" 及"# 代入（#$）式，可得（#%）式中的系数矩阵 !!，!"，!#，"!，"" 及 "#，即
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*%*"+ 期 杨利霞等：磁各向异性色散介质散射的 ,-./ 时域有限差分方法分析



!

!"
# $!#!% & "

!!（"!% $ ""!#）$ "
!( )!

"
（"" $ ’） & "

!!!% #

"
!!!% !"

# $!#!% & "
!!（"!% $ ""!#）$ "

!( )!
"
（"" $ ’） #

# # !"
# & "
!!""!# $ "

!( )!
"

"













"

(

［’］ )* + ,，-./ 0 1 "##2 "#$% ( &’( ( , !" #344’#
［"］ -. 5 6，-.789 : ;，-. - ’! )* "##4 "#$% ( &’( ( < #$ #333’’
［=］ -/*>>*? @ :，)/8A>*?9*? B +，C/8D C E ’FF’ +,,, -.)/% (

0/!’// ( ".12)3 ( %$ "F
［4］ G*.H*.?7 B -，IJ*K 0 I，EL?7M7 1 ’FFN +,,, -.)/% ( 4’1%56 (

&’7 ( 8’/ ( %# ’F"N
［2］ O78PJ. Q +，O7R , ;，IJ*8 : S ’FF" +,,, -.)/% ( 965.1 (

-#’1. ( -’5#/1* ( &’ 32N
［3］ -./ E ,，1R : :，S/78 T I "##4 05!) "#$ ( 86/ ( (% ""==（ .8

IJ.8*A*）［刘少斌、莫锦军、袁乃昌 "##4 物理学报 (% ""==］

［U］ :RA*VJ @ 1，)798*A E I，G7WXRY* Z ’FF’ :2! ( ;’!! ( ’# ’4’"
［N］ 6*88.A 1 E ’FF" +,,, -.)/% ( 0/!’// ( ".12)3 ( &) ’""=
［F］ O* 6 ,，0/ S -，5J/ [ ; "##= <#6/ ( = ( &)>61 856 ( ’* =2F（.8

IJ.8*A*）［葛德彪、吴跃 丽、朱 湘 琴 "##= 电 波 科 学 学 报 ’*

=2F］

［’#］ ,7M*? O Z :? ’FU2 ,%%’/!6)*% 1? ")>@ 022.1A67)/!%（T*K SR?M，E78

B?78\.A\R，-R8PR8：Z\7P*%.\ +?*AA）V"U#
［’’］ E\J/AL*? :，-/>>*?A @ ’FF3 +,,, +/! ( 0/!’// ( ".12)3 ( 8$72 (

B63 ( %& ’34N

!"#$+%&’&()+#&%%)*)’+) (&,)+#-,"&’ "’"./0&0 -% ).)+(*-,"1’)(&+
0+"(()*&’1 &’ ,"1’)(&+ "’&0-(*-2&+ ,)#&3,!

S789 -.][.7 O* 6*],.7R
（<1**’3’ 1? 856’/5’，C6>6)/ D/6(’.%6!$，C6̂ )/ U’##U’，<#6/)）

（@*\*.Y*P ’= E*VL*%>*? "##2；?*Y.A*P %78/A\?.VL ?*\*.Y*P "F TRY*%>*? "##2）

Z>AL?7\L
,7A*P R8 LJ* %7L?.H +7P_ 7VV?RH.%7L.R8 LJ*R?‘，LJ* \R%VX*H ?*X7L.Y* V*?%*7>.X.L‘ L*8AR? RW %798*L.D*P P.AV*?A.Y* %*P.7 .A

P*A\?.>*P >‘ 7 %7L?.H W/8\L.R8 *HV78A.R8 K.LJ ?*AV*\L LR a! .8 W?*b/*8\‘ PR%7.8( ,‘ A/>AL.L/L.89 LJ* RV*?7LR? RW"c"! .8LR a!，

LJ* *HV78A.R8 .A LJ*8 L?78AW*??*P .8LR LJ* L.%*]PR%7.8( d8 R?P*? LR P*?.Y* LJ* WR?%/X7L.R8 RW LJ* %7L?.H *HV78A.R8 RW \R%VX*H
?*X7L.Y* V*?%*7>.X.L‘ L*8AR? .8 P.A\?*L.A*P L.%* PR%7.8，7 AJ.WL*P RV*?7LR? .8 P.A\?*L.A*P L.%* PR%7.8 .A .8L?RP/\*P 7A 7
?*VX7\*%*8L RW L.%* P.WW*?*8L.7X RV*?7LR?"c"! ( GJ*?*WR?* LJ* P.AV*?A.R8 ?*X7L.R8 >*LK**8 ! 78P " .8 P.A\?*L.A*P L.%* PR%7.8 \78
>* R>L7.8*P，KJ.\J .A LJ*8 .%VX*%*8L*P LR LJ* 9‘?RL?RV.\ %*P./%，‘.*XP.89 LJ* L.%* .L*?7L.Y* WR?%/X7L.R8 WR? W.8.L*]P.WW*?*8\*
L.%*]PR%7.8 \R%V/L7L.R8( GR Y*?.W‘ LJ* W*7A.>.X.L‘ RW LJ* V?*A*8L*P A\J*%*，K* 7VVX‘ LJ* 7>RY*]%*8L.R8*P %*LJRP LR LJ*
*X*\L?R%798*L.\ A\7LL*?.89 >‘ 7 %798*L.D*P W*??.L* AVJ*?* ( GJ* \R%V/L*P ?*A/XL .A .8 9RRP 79?**%*8L K.LJ LJ* R8* R>L7.8*P >‘
?*\/?A.Y* \R8YRX/L.R8 L*\J8.b/*( GJ* 787X‘A.A 78P *H7%VX* AJRK LJ* W*7A.>.X.L‘ RW LJ* V?RVRA*P A\J*%*(

,-./0123：78.ARL?RV.\ %*P./%，P.AV*?A.Y* %*P./%，%7L?.H +7P_ 7VV?RH.%78LA，W.8.L*]P.WW*?*8\* L.%*]PR%7.8 %*LJRP
4566：4’’#)，2’U#

!+?Ra*\L A/VVR?L*P >‘ LJ* T7L.R87X T7L/?7X E\.*8\* BR/8P7L.R8 RW IJ.87（O?78P TR(3#=U’#’N）(

N2U’ 物 理 学 报 22 卷


