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构造出了有限维 ()*+,-. 空间 /01 型奇偶非线性相干态，讨论了它们的正交归一完备性和振幅平方压缩效应 2
研究表明，在此空间中 /01 型奇偶非线性相干态是归一完备的，但不具有正交性；当复参数相位角!满足一定条

件时它们存在振幅平方压缩效应，同时导出了压缩条件与参数 !，" 以及函数 #（$）之间的关系 2 最后借助于数值计

算，发现对于 " 维（或 3 维）()*+,-. 空间中 /01 型偶（或奇）非线性相干态，当参数!和 456+78)9, 参数"取某一给定

值时，在参数 " 变化的不同取值范围内，它们均可以呈现振幅平方压缩效应 2
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& = 引 言

最近，人们对于被称之为 # 相干态的非线性相

干态作了大量研究［&—’］2 !### 年，/01 等［3，>］利用 #
相干态定义了一种新的非线性相干态（本文称之为

/01 型非线性相干态），并证明了它是 # 振子湮没算

符 % ? & &
#（’）

的本征态（其中 #（’）为数算符 ’ ?

& @ & 的非负函数），同时研究了该非线性相干态的

压缩、反聚束效应和 A,BB7C5-D,.. 量子相位等非经典

特性 2 !##! 年，文献［$］对 /01 型非线性相干态进

行反对称（对称）组合，提出了一种新的奇偶非线性

相干态（本文称之为 /01 型奇偶非线性相干态），并

且研究了它们的压缩、振幅平方压缩和反聚束效应

等量子统计性质 2 研究结果表明，该奇偶非线性相

干态与通常的奇偶相干态存在很大差异，各种非经

典特性呈现与否与参数 " 的取值范围有关 2 本文在

文献［$］的基础之上，首先将 /01 型奇偶非线性相

干态推广到有限维 ()*+,-. 空间，构造出了有限维

()*+,-. 空间 /01 型奇偶非线性相干态，并且研究了

它们的正交归一完备性和振幅平方压缩效应 2 研究

表明，在此空间中 /01 型奇偶非线性相干态仅具有

归一性和完备性；当复参数相位角!满足一定条件

时该奇偶非线性相干态存在振幅平方压缩效应，同

时给出了压缩条件与参数 !，" 以及函数 #（$）的关

系；并借助数值计算，发现对于参数 ! ? !（或 ! ?
:），! ? # 以及 456+78)9, 参数"

! ? #=3 时，在参数

" 变化的某些取值范围内，! ! @ & ? "（或! ! @ & ? 3）

维 ()*+,-. 空间中 /01 型偶（或奇）非线性相干态可呈

现振幅平方压缩效应 2

! = 有限维 ()*+,-. 空间 /01 型奇偶非线

性相干态

./0/()* 型奇偶非线性相干态

考虑到下面行文的方便，我们首先回顾一下有

关 /01 型非线性相干态的定义和一些结论 2 由文献

［3，>］所定义的 # 型谐振子一种新的湮没和产生算

符为

% ? & &
#（’）

，

% @ ? &
#（’）

& @ 2
（&）

与非线性相干态 #，#〉的定义［&#］类似，文献［3，>］
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还定义了一种新的非线性相干态 !，!〉（称之为 !"#
型非 线 性 相 干 态）为 ! 型 谐 振 子 湮 没 算 符 " $

# %
!（$）

的本征态，即

"!，!〉$!!，!〉， （&）

式中! $ %’()（ *"）为复参数 + 在 ,"-. 表象中，!"#
型非线性相干态可表示为

!，!〉$ $!!
/

& $ 0

!
&!（&）！

&" ！
&〉， （1）

$! $ !
/

& $ 0

!
&&［ !（&）！］&

&{ }！

2%3&

（4）

其中 !（&）！ $ !（&）!（& 2 %）⋯ !（%）!（0），!（0）$ %+
与用算符 ’&（其中 ’ $ #!（$））的两个正交归一

本征态线性叠加构成奇偶非线性相干态的方法［%］相

类似，文献［5］定义了一种新的奇偶非线性相干态

（称之为 !"# 型奇偶非线性相干态），即由算符 "& 的

两个正交归一本征态线性叠加构成奇偶非线性相

干态

!，!〉6 $ $ 6（ !，!〉6 2!，!〉）， （7）

式中“ 8 ”，“ 2 ”分别对应于 !"# 型偶、奇非线性相干

态，$ 6 为归一化系数，

$ 6 $ & 6 &$&
!!

/

& $ 0

（2 !
&）&［ !（&）！］&

&{ }！

2%3&

+

（9）

在 ,"-. 表象中，!"# 型奇偶非线性相干态可表示为

!，!〉6 $ $ 6 $!!
/

& $ 0

［!
& 6（2!）&］!（&）！

&" ！
&〉+

（:）

由（1）式知，若选取不同的函数 !（&），!"# 型非线性

相干态将会有不同的表现形式，在本文中我们取函

数 !（&）为描述囚禁离子运动时使用的形式［%%］，

!（&）$ ;%
&（#

&）［（& 8 %）;0
&（#

&）］2% + （<）

式中，#为 ;=>?@A*.’ 参数，;(
&（)）为缔合 ;=BC’DD’ 多

项式 +

!"!" 有限维 #$%&’() 空间 *+, 型奇偶非线性相干态

按 照 文 献［%&，%1］的 方 法，引 入（& * 8 %）维

E*F?’DG 空间$& * 8 % $｛ &〉，& $ 0，%，&，⋯，& *｝，其中 *
为任意正整数 + 在这个$& * 8 % 空间中，谐振子的湮

没算符 #、产生算符 # 8 以及粒子数算符 $ 分别定

义为

# $ !
& *2%

& $ 0
& 8" % &〉〈& 8 % ，

# 8 $ !
& *2%

& $ 0
& 8" % & 8 %〉〈& ，

$ $ # 8 # $ !
& *

& $ 0
"& &〉〈& + （5）

并且容易证明 # 和 # 8 满足下列对易关系：

［#，# 8 ］$ % 2（& * 8 %）& *〉〈& * ，

［$，#］$ 2 #，

［$，# 8 ］$ # 8 +
（%0）

若把湮没、产生算符作用在 ,"-. 态上，可得关系式

# &〉$"& & 2 %〉，

# 0〉$ 0，

# 8 &〉$ & 8" % & 8 %〉，

# 8 & *〉$ 0+

（%%）

定义有限维 E*F?’DG 空间 !"# 型奇偶非线性相干态

!，!；*〉6 $ $6（%，&*）［+（%，&*）］2%3&

H!
&*

& $0

［!
& 6（2!）&］!（&）！

&" ！
&〉，（%&）

式中

$6（%，&*） {$ & 6 &［+（%，&*）］2%

H!
&*

& $0

（2 !
&）&［ !（&）！］&

& }！

2%3&
，（%1）

+（ %，& *）$!
& *

& $ 0

%&&［ !（&）！］&

&！
+ （%4）

显然，由（%&）—（%4）式知，若令#$ 0，则 !（&）$ %，

这时（%&）式所定义的奇偶非线性相干态 !，!；*〉6

分别 过 渡 到 此 空 间 中 有 限 维 谐 振 子 的 奇 偶 相 干

态［%4］；若令 *#/，则此 !"# 型奇偶非线性相干态

!，!；*〉6 又将分别过渡到通常的 !"# 型奇偶非线

性相干态［5］+
易于证明，有限维 E*F?’DG 空间两个 !"# 型奇偶

非线性相干态的内积为

6〈!，!；*!I，!；*〉6

$ $ 6（ %，& *）$ 6（ %I，& *）

H［+（ %，& *）+（ %I，& *）］2%3&

H!
&*

&，($0

［!
$& 6（2!

$）&］［!I
( 6（2!I）

(］!（&）！!（(）！

&！(" ！

H〈& (〉

$ $ 6（ %，& *）$ 6（ %I，& *）

H［+（ %，& *）+（ %I，& *）］2%3&

H!
&*

& $0

［!
$& 6（2!

$）&］［!I
& 6（2!I）&］［ !（&）！］&

&！
+

（%7）
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在!! "!的情况下，#〈!，!；" !! ，!；"〉# " $，即该

%&’ 型奇偶非线性相干态是归一化的；如果!!!!，

则（$(）式不为零，说明该 %&’ 型奇偶非线性相干态

是非正交的 ) 这与文献［*］给出的 %&’ 型奇偶非线

性相干态的正交性质是不同的 ) 尽管如此，我们可

以采用密度算符的方法证明这种奇偶非线性相干态

具有完备性 ) 由（$+）式可求得在有限维 ,-./012 空间

%&’ 型奇偶非线性相干态 !，!；"〉# 中出现态 #〉的

概率为

$#（%，!；"）" 〈#!，!；"〉#
+

"［&#（%，+"）］+［’（%，+"）］3$

4 ［!
# #（3!）#］+［!（#）！］+

#！
) （$5）

定义态 !，!；"〉# 的密度算符"# 为

"# " "
+ "

# " 6
$#（ !；"） #〉〈# ， （$7）

式中，

$#（ !；"）"##$#（ %，!；"）8+!，

8+! " %8 %8#)
因此有

"# ""
+"

# "6

+!［$ #（3 $）#］+［!（#）！］+

#！

4#
9

6

8%［&#（%，+"）］+［’（%，+"）］3$ %+#:$ #〉〈# )

（$;）

下面证明有限维 ,-./012 空间 %&’ 型奇偶非线性

相干态的完备性公式

"
3$
###8+!!，!；"〉# #〈!，!；" " $ （$*）

成立 ) 具体证明过程如下：

##8+!!，!；"〉# #〈!，!；"

""
+"

#，( "6

!（#）！!（(）！

#！($ ！
#〉〈( 4##8+!&#（%，+"）&!#

4（%，+"）［’（%，+"）’!（%，+"）］3$<+

4［!
# #（3!）#］［!

%( #（3!
%）(］

""
+"

# "6

+!［$ #（3 $）#］+［!（#）！］+

#！

4#
9

6

8%［&#（%，+"）］+［’（%，+"）］3$ %+#:$ #〉〈#

""# ) （+6）

由上述推导可见，该奇偶非线性相干态的完备性公

式成立，所以说这些 %&’ 型奇偶非线性相干态能够

构成一个完备的有限维 ,-./012 空间 )

= > 振幅平方压缩

类似于单模光场振幅平方压缩的定义，定义

,-./012 空间中 %&’ 型奇偶非线性相干态光场的两个

正交复振幅平方分量即两个可测量算符［*，$(］

)$ " $
+（*+ : * :+），

)+ " $
+-（*+ 3 * :+）)

（+$）

它们满足如下对易关系和不确定关系：

［)$，)+］" -
+（*+ * :+ 3 * :+ *+），

〈（")$）+〉〈（")+）+〉&
$
? 〈［)$，)+］〉 + )

（++）

定义

"+$ "〈（")$）+〉3 $
+ 〈［)$，)+］〉

" $
?［〈*? : * :?〉: +〈* :+ *+〉

3〈*+ : * :+〉+］， （+=）

"++ "〈（")+）+〉3 $
+ 〈［)$，)+］〉

" 3 $
?［〈*? : * :?〉3 +〈* :+ *+〉

3〈*+ 3 * :+〉+］) （+?）

如果"+, @ 6（ , " $，+）成立，则称该 %&’ 型奇偶非线

性相干态光场在 ),（ , " $，+）分量上存在振幅平方压

缩 ) 利用（$$）式，经过计算可分别求得在态矢（$+）

式下，下面有关算符的态平均值分别为

#〈*+ : * :+〉#

" + %+［& #（ %，+ "）］+［’（ %，+ "）］3$

4"
+ "3+

# " 6

!
# #（3!）# + !（#）！!（# : +）！

#！
A&B+#，

（+(）

#〈*+ 3 * :+〉#

" -+ %+［& #（ %，+ "）］+［’（ %，+ "）］3$

4"
+ "3+

# " 6

!
# #（3!）# + !（#）！!（# : +）！

#！
B-C+#，

（+5）

#〈*? : * :?〉#

" + %?［& #（ %，+ "）］+［’（ %，+ "）］3$

4"
+"3?

# "6

!
# #（3!）# + !（#）！!（# : ?）！

#！
A&B?#，（+7）
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!〈! "# !#〉!

$ "%［# !（ "，# $）］#［%（ "，# $）］&’

(!
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& #［ ’（& " #）！］#

&！
*

（#+）

将（#,）—（#+）式代入（#-），（#%）式，可分别得到

!(’ $ ’
# "%［# !（ "，# $）］%［%（ "，# $）］&#

{( ［# !（ "，# $）］&# %（ "，# $）

(!
# $&%

& $ )

!
& !（&!）& # ’（&）！’（& " %）！

&！

( ./0%" "［# !（ "，# $）］&# %（ "，# $）

(!
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& #［ ’（& " #）！］#

&！

& # !
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& # ’（&）！’（& " #）！

&[ ]！

#

( ./0## }" ， （#1）

!(# $ ’
# "%［# !（ "，# $）］%［%（ "，# $）］&#

{( &［# !（ "，# $）］&# %（ "，# $）

(!
# $&%

& $ )

!
& !（&!）& # ’（&）！’（& " %）！

&！

( ./0%" "［# !（ "，# $）］&# %（ "，# $）

(!
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& #［ ’（& " #）！］#

&！

& # !
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& # ’（&）！’（& " #）！

&[ ]！

#

( 023## }" * （-)）

由（#1），（-)）式知，只需将!(’ 中的"用"" "% 代

替，即可得到!(# * 因此，在下面的讨论中我们只

考虑该 4/5 型奇偶非线性相干态光场在 )’ 分量上

的振幅平方压缩情况 *
若使有限维 62789:; 空间 4/5 型奇偶非线性相干

态光场在 )’ 分量上存在振幅平方压缩，即!(’ < )

成立，则由（#1）式知，只需满足

!
# $

& $ )

#［’ !（& ’）& ］"#&［ ’（&）！］#

&！ !
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& #［ ’（& " #）！］#

&！ & !
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& # ’（&）！’（& " #）！

&[ ]！

#

!
# $&#

& $ )

!
& !（&!）& # ’（&）！’（& " #）！

&[ ]！

#

&!
# $

& $ )

#［’ !（& ’）& ］"#&［ ’（&）！］#

&！ !
# $&%

& $ )

!
& !（&!）& # ’（&）！’（& " %）！

&！

< ./0%"*

此即为该光场态在 )’ 分量上存在振幅平方压缩的

条件 *
下面就两种特殊情况下 4/5 型奇偶非线性相干态

光场在 )’ 分量上存在振幅平方压缩的条件进行讨论 *

情形 ! 当 $ $ # 即 62789:; 空间维数为 # $ " ’ $
, 时，对于 4/5 型偶非线性相干态光场，只存在 &
为偶数的项，& 为奇数的项为零 * 若令 & $ #*，则

其振幅平方压缩的条件为

./0%" =
!

#

* $ )

% "%*［ ’（#*）！］#

（#*）！ !
’

* $ )

% "%*［ ’（#* " #）！］#

（#*）！ & !
’

* $ )

% "%*’（#*）！’（#* " #）！
（#*[ ]）！

#

!
’

* $ )

% "%*’（#*）！’（#* " #）！
（#*[ ]）！

#

&!
#

* $ )

% "%*［ ’（#*）！］#

（#*）！
% ’（%）！

* （-’）

对（-’）式进行整理并将不等式右端简记为 + " ，则

得其振幅平方压缩条件为

+ " $ ,"% " -"+ " ."’#

/ " 0"% " %"+ < ./0%"， （-#）

式中系数分别为

, $ +［ ’（#）！］% " +［ ’（%）！］# & ’>［ ’（#）！］# ’（%）！，

- $ #
-［ ’（#）！’（%）！］#，

. $ ’
-［ ’（%）！］%，

/ $ ’>［ ’（#）！］# & ’> ’（%）！，
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! ! "［ "（#）！］# "（$）！，

# ! $［ "（#）！"（$）！］# % #
&［ "（$）！］& ’

图 ( 当 $ ! #，!
# ! ) ’* 时在 + 维 ,-./012 空间中函数 % 3 随

参数 & 的变化曲线

利用压缩条件（&#）式及其相应的系数表达式，

在取 456/78-90 参数!
# ! ) ’* 和复参数相位角"! )

时，借助于数值计算，可以得到在 + 维的 ,-./012 空

间中函数 % 3 随参数 & 的变化曲线如图 ( 所示 ’
由图 ( 可以看出，对于参数 $，"和 456/78-90

参数!的某一给定值，在 & 的某些取值范围内，对

于 + 维 ,-./012 空间 :;< 型偶非线性相干态在 ’( 分

量上可呈现振幅平方压缩效应 ’ 例如，若取 $ ! #，"
! ) 且!

# ! )=*，则此 :;< 型偶非线性相干态在 )! &
!(=(++ 范围内，% 3 > (，即 & 在此取值范围内，在 +
维的 ,-./012 空间中 :;< 型偶非线性相干态可呈现振

幅平方压缩效应 ’
情形 ! 当 $ ! & 即 ,-./012 空间维数为 # $ 3 ( !

* 时，对于 :;< 型奇非线性相干态光场，只存在 (
为奇数的项，( 为偶数的项为零 ’ 若令 ( ! #) 3 (，

则其振幅平方压缩的条件为

?;@$" A
"

#

) ! )

$ &$)3#［ "（#) 3 (）！］#

（#) 3 (）！ "
(

) ! )

$ &$)3#［ "（#) 3 &）！］#

（#) 3 (）！ % "
(

) ! )

$ &$)3# "（#) 3 (）！"（#) 3 &）！
（#) 3 ([ ]）！

#

"
(

) ! )

$ &$)3# "（#) 3 (）！"（#) 3 &）！
（#) 3 ([ ]）！

#

%"
#

) ! )

$ &$)3#［ "（#) 3 (）！］#

（#) 3 (）！
$ &# "（(）！"（+）！

’

（&&）

对（&&）式进行整理并将不等式右端简记为 % % ，则

得其振幅平方压缩条件为

% % ! *&$ 3 +&" 3 ,&(#

- 3 !&$ 3 #&" > ?;@$"， （&$）

式中系数分别为

* ! "
&［ "（(）！"（+）！］# 3 "

&［ "（&）！］$

% (B
& "（(）！［ "（&）！］# "（+）！，

+ ! #
(+［ "（&）！"（+）！］#，

, ! (
$+［ "（+）！］$，

- ! (B［ "（(）！"（&）！］# % (B［ "（(）！］& "（+）！，

! ! "
& "（(）！［ "（&）！］# "（+）！，

# ! $
C［ "（&）！"（+）！］# % #

(+ "（(）！［ "（+）！］& ’

利用压缩条件（&$）式及其相应的系数表达式，

在取 456/78-90 参数!
# ! ) ’* 和复参数相位角"! )

时，借助于数值计算，可以得到在 * 维 ,-./012 空间

中函数 % % 随参数 & 的变化曲线如图 # 所示 ’

图 # 当 $ ! &，!
# ! )=* 时在 * 维 ,-./012 空间中函数 % % 随

参数 & 的变化曲线

由图 # 可以看出，对于参数 $，"和 456/78-90
参数!的某一给定值，在 & 的某些取值范围内，对

于*维 ,-./012 空间 :;< 型奇非线性相干态在 ’( 分量

上可呈现振幅平方压缩效应 ’ 例如，若取 $ ! &，"!
) 且!

# ! )=*，则此 :;< 型奇非线性相干态在 )! &
!)=$+" 时，% % > (，即 & 在此取值范围内，在 * 维

,-./012 空间中 :;< 型奇非线性相干态可呈现振幅平
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方压缩效应 !
由于通常的奇偶相干态均不存在振幅平方压缩

效应［"#］，而当参数!$ % 且"
& $ %’( 时，通常的 )*+

型奇、偶非线性相干态分别在 % , ! , "’-".#，% , ! ,
%’-"/- 范围内可呈现振幅平方压缩效应［.］! 由此可

见，由（"&）式所定义的这种有限维 0123456 空间 )*+
型奇偶非线性相干态，表现出的振幅平方压缩特性

与通常的奇偶相干态、通常的 )*+ 型奇偶非线性相

干态相比是截然不同的 !

7 ’ 结 论

本文在文献［.］的基础上，首先将 )*+ 型奇偶

非线性相干态推广到有限维 0123456 空间，构造出了

有限维 0123456 空间 )*+ 型奇偶非线性相干态，并且

讨论了它们的正交归一完备性和振幅平方压缩效

应 ! 结果表明，在此空间中 )*+ 型奇偶非线性相干

态是归一完备的，但不具有正交性；当复参数相位

角!满足一定条件时该奇偶非线性相干态存在振

幅平方压缩效应，同时导出了压缩条件与参数 "，!
以及函数 #（$）之间的关系 ! 最后讨论了两种特殊情

况下，有限维 0123456 空间 )*+ 型奇偶非线性相干态

在 %" 分量上存在振幅平方压缩效应的条件，并借

助数值计算，发现对于参数 "，!和 89:3;<1=4 参数

"的某一给定值，在参数 ! 变化的不同取值范围

内，它们均可以呈现振幅平方压缩效应，而这种非

经典特性与通常的奇偶相干态、通常的 )*+ 型奇偶

非线性相干态相比是截然不同的 !
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