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本文利用三参数李群求代数表示的方法求出多项式角动量代数的代数表示及其酉表示，找到一个能同时承载

李代数及相对应的多项式角动量代数的基底，并在该基底下求出两种代数之间的联系，利用该联系则也可求出多

项式角动量代数的代数表示 +最后求出多项式角动量代数的单玻色实现及其在有限维多项式函数空间的微分实
现 +
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" = 引 言

李代数在物理中有着广泛的应用［"，&］，而作为李

代数的一种变形多项式角动量代数现在比较受到关

注［*］+自从 ,-../［%］在研究球形映射空间中的开普勒
势问题和各向同性的谐振子中发现了 ,-../代数的
问题以来，很多人对此进行了研究［’—$］，如用求李代

数的微分实现的方法来推导它的各种实现［(—"&］+
,-../［%］指出在 ! 维球形空间中把在中心势场中的
自由粒子的轨迹投影到它的切空间上，在这种投影

下粒子的空间对称性被保留，而其位移不再保持均

匀性 +由此本文首先利用三参数李群求代数表示的
方法求出多项式角动量代数的代数表示及其酉表

示，之后利用三参数李群的一个特殊基底（对角化

""&）使它能同时承载这两个不同的代数，那么可以

得到李代数跟与其相对应的多项式角动量代数之间

的联系 +更一般地说对于可解李群存在一个表示空
间（/5-<9 />4<9），使得其左不变向量场在某个方向上
为常数，即 #!$

（ %）?!$，由李代数生成元的定义：&$

? @ -（!#!$
（%）A!!$）（!"（ %）A!%）B!? #，选择"（ %）?

@ -%，则有 &*$ ? &$，则可知 CD（&）矩阵群生成元泡利
矩阵满足#* ?#，而此时多项式角动量代数和李代
数拥有共同的 B $’〉基底，由此可用李代数来研究多
项式角动量代数 +本文的结构如下：首先用两种方法

求解多项式角动量代数的代数表示，一是通过三参

数李群求代数表示的方法求出多项式角动量代数的

表示及其酉表示；二是在 /0（&）和多项式角动量代
数的共同 B $’〉基底下，利用两种代数生成元之间的
联系来求解多项式角动量代数的表示 +而后求出多
项式角动量代数的单玻色实现及其在有限维多项式

函数空间上的微分实现 +

& = 多项式角动量代数的代数表示

多项式角动量代数的三个生成元!(#，!( E，它们

之间满足以下对易关系：

［!(#，!( E］? E!( E，

［!( F，!( @］? )（!(#）， （"）

其中 )（!(#）? "
*

+ ? "
,+!(+

#，,+ 为任意实数，+，* 为自然

数 +借鉴线性李代数 G4/-3-H算符的定义，可以得到

多项式角动量代数的 I4/-3-H算符 -
J

-
J
?［!( F!( @ F!( @!( F F .（!(#）］A&

?!( F!( @ F /（!(# @ "）

?!( @!( F F /（!(#）， （&）

利用 -
J
跟其他的三个生成元对易，可以得到

.（*）? )（*）0（*）# 0（*）F )（* @ "）0（* @ "）

# 0（* @ "），
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!（"）! #（"）$（"）! $（"），
其中 " 为整数，!为离散卷积，"""，$（"）! #；" $
"，$（"）! "%

取#%" 和 &
&
的本征态 ’!’〉来表征多项式角动量

代数，则有

#%" ’!’〉! ’ ’!’〉，&
&
’!’〉!! ’!’〉，（(）

由（#）式可以得到
〈!’ ’#% )#% * ’!’〉

*〈!’ ) # ’#% )#% * ’!’ ) #〉! #（’），
#%"#% + ’!’〉!（’ + #）#% + ’!’〉， （,）

令〈!’ ’#% )#% * ’!’〉! (（’），则有

(（’ * )）! *- * #（’ * ) * #）$（’ * ) * #）

! $（’ * # * )）， （.）
其中 *-为一常数，现在就可以用 ’!’〉来求多项式角
动量代数的代数表示了 %

!"#" 有上界的情况

设上界为 ’&，即
〈!’& ) # ’#% ) ’!’&〉〈!’& ’#% * ’!’& ) #〉! "，
那么可得到

(（’& * )）! #（’&）$（’&）! $（’&）

* #（’& * ) * #）$（’& * ) * #）

! $（’& * # * )），

利用 #（#%"）! $
"

+ ! #
,+#%+

" 可以将上式化简为

(（’& * )）

!
（# ) )）-（,+，’&，)），+ ! /"，

（# ) )）（* ) ) /’&）-#（,+，’&，)），+ ! /" ) #{
，

（0）
其中 " 为自然数，- 和 -# 为包含 ,+，’&，) 的多项式
函数，据此当 + 全为奇数时，’ 取整数或者半整数；

当 + 含有偶数项时，’ 只能取整数，而 &
&
的本征值：

〈!’& * ) ’ &
&
’!’& * )〉

!〈!’& * ) ’［#% )#% * ) !（#%" * #）］’!’& * )〉

! #（’&）$（’&）! $（’&）%

!"!" 有下界的情况

设下限为 ’
&
，即：

〈!’
&
’#% ) ’!’

&
* #〉〈!’

&
* # ’#% * ’!’

&
〉! "，

则通过上式可知：

(（’
&
) )）! #（’

&
* #）$（’

&
* #）! $（’

&
* #）

* #（’
&
) ) * #）$（’

&
) ) * #）

! $（’
&
) ) * #），

同样 #（#%"）代入可以将上式化简为

(（’
&
) )）

!
)--（,+，’&，)），+ ! /"，

)（* # ) ) ) /’
&
）--#（,+，’&，)），+ ! /" ) #{

，
（1）

其中 " 为自然数，--和 --# 也为包含 ,+，’&，) 的多项

式函数，同 /2# 当 + 全为奇数时，’ 取整数或者半

整数；当 + 含有偶数项时，’ 只能取整数，而 &
&
为本

征值

〈!’
&
* ) ’ &

&
’!’

&
* )〉

! #（’
&
* #）$（’

&
* #）! $（’

&
* #）%

!"$" 上下都有界的情况

设上限为 ’&，下限为 ’
&
，则有

〈!’& ) # ’#% ) ’!’&〉〈!’& ’#% * ’!’& ) #〉! "，
〈!’

&
’#% ) ’!’

&
* #〉〈!’

&
* # ’#% * ’!’

&
〉! "，

解上两式可以得到

(（’
&
) )）! #（’

&
* #）$（’

&
* #）! $（’

&
* #）

* #（’
&
) ) * #）$（’

&
) ) * #）

! $（’
&
) ) * #），

〈!’ ’ &
&
’!’〉! #（’

&
* #）$（’

&
* #）

! $（’
&
* #）

! #（’
&
）$（’

&
）! $（’

&
），

* ’
&
! ’& （3）

上述表示为多项式角动量代数的有限维不可约

表示，此时若上式有解，则 + 只能为奇数 %

!"%" 上下都无界的情况

这种情况跟线性的线性李代数一致，可设 ’ !
’" ) )，其中 ) 为整数，此时该表示同 /2#和 /2/为
无限维不可约表示 %

( 2 多项式角动量代数的酉表示

先讨论系数全部同号的情况，即 #（#%"） !
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!!
"

# ! "
$#"%

#
$，$# # $，! ! % "&显然 &（’）在［$，’ (）

为单调函数，! ! ) "为单调增，反之为单调减，而在
（) (，$］分为 *种情况：（"）# 全为奇数，! ! ) "则
&（’）为单调减，! ! "则为单调增；（+）全为偶数
时，&（’）的单调性与 $ 时正好相反；（*）既有偶数
也有奇数，&（’）不为单调函数 &取 ’，!为实数有

"% ’
$ !"%$，"% ’

% !"%#，(
, ’ ! (

,
，

｛〈!’ ’ " -"% ) -!’〉｝$〈!’ ’ " -"% ) -!’〉

!〈!’ -"% ’"% ) -!’〉，
可以得到酉表示的充要条件

〈!’ -"% )"% ’ -!’〉! &（’ ’）% $ &

!"#" 对于有上界的情况

&（’, ) )）! *（’,）+（’,）& +（’,）

) *（’, ) ) ) "）+（’, ) ) ) "）

& +（’, ) " ) )），
对于’’,，(’,)$，当 &（’）%$成立，有 ! !

) "时情况（"）符合；! ! "时情况（+）符合 &

!"$" 对于有下界的情况

&（’
,
’ )）! *（’

,
) "）+（’

,
) "）& +（’

,
) "）

) *（’
,
’ ) ) "）+（’

,
’ ) ) "）

& +（’
,
’ ) ) "），

同理对’’
,
，(’

,%$，当 &（’）%$成立时，有 !

! ) "，情况（"）,（*）都符合 &

!"!" 对于上下有界的情况

&（’
,
’ )）! *（’

,
) "）+（’

,
) "）& +（’

,
) "）

) *（’
,
’ ) ) "）+（’

,
’ ) ) "）

& +（’
,
’ ) ) "）% $，

&（’, ) )）! *（’,）+（’,）& +（’,）

) *（’, ) ) ) "）+（’, ) ) ) "）

& +（’, ) ) ) "）% $，

当(’ ! % )
+，)* ",’*［’

,
，’,］时，当 &（’）

%$成立时只有当 ! ! "且情况（"）符合 &

!"%" 对于无界的情况

〈!’ - (
,
-!’〉!〈!’ -"% ’"% ) ’ -（"%$ ) "）-!’〉

!!，
可以得到

〈!’ -"% ’"% ) -!’〉

!! ) *（’ ) "）+（’ ) "）& +（’ ) "）% $，
只有当 ! ! ) "且情况（"）时存在酉表示，利用

上述结论来讨论系数不完全同号的情况 &

已知 *（"%$）!
#
+ $#"%#

$，设 * ’（"%$）! !
"

# ! "
. ’

#"%#
$ 和

* )（"%$）! !
"

# ! "
. )

)"%#
$，其系数定义为：当 $# # $，. ’

# !

$#，. )
# ! $；当 $# . $，. ’

# ! $，. )
# ! $#，则

［"%$，"% ’
%］! %"% ’

%，

"% ’
’，"% ’

)］! * ’（"%$），

"% ’
$ !"%$，

［"%$，"% )
%］! %"% )

%，

"% )
’，"% )

)］! * )（"%$），

（"% %
%）

’ !"% %
#，

* ’（"%$）’ * )（"%$）! *（"%$）， （"$）
则利用复代数的性质，有

［/"% ’
’ )"% )

)，/"% ’
) ’"% )

’］! ) * ’（"%$）) * )（"%$）

’ /［"% ’
’，"% )

’］) /［"% )
)"% ’

)］，

［"% ’
’，"% )

’］)［"% )
)，"% ’

)］! $，

%0 ’ !"% ’
’ ’ /"% )

)，

%0 ) !"% ’
) ) /"% )

’，

［%0’，%0)］! * ’（"%$）) * )（"%$），

显然 %0 ’
% ! %0#，则 %0’，%0) 对应的代数生成元为厄

米 &当"% ’
’和 /"% )

) 拥有相同的酉表示时，则该表示也

是 %0 %的酉表示，可以推知当 # 为偶数时为正，# 为
奇数时为负，则有上界的酉表示 &如果取

%0’ !"% ’
’ ’"% )

)，

%0) !"% ’
) )"% )

’，

［%0’，%0)］! * ’（"%$）’ * )（"%$），

显然 %0 ’
%+ % %0#，此时多项式角动量代数的生成元

既不是厄米也不是反厄米的，那么除恒等表示外，其

无酉表示 &

1 2 求 34（+）代数与其相对应的多项式
角动量代数之间的联系

为了便于讨论，根据 34（+）的代数结构：
［%$，% %］! % % %，

［% ’，% )］! %$，
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! ! " " " # # "$（"$ # %）&
根据李群生成元 的定义：#$ ! " ’（!%!$

（&）(!!$）

（!"（&）(!&）)!! $，如果 %!$
（ &）!!$ 并且"（ &）! "

’& 时，可以得到 #*$ ! #$，同样在 +,（-）的矩阵表示中
有

’（(）! ."’(，

"$ ! " ’!’（(）
!)$

! " ’!
* ’（(）
!* )$

! "*
$ & （%%）

+,（-）矩阵群的生成元泡利矩阵满足#*
* !#*，

那么显然对于 +,（-）来说它的生成元满足 /0（-）代
数同时也满足多项式角动量代数的对易关系（差一

个系数），那么作为 +,（-）的本征态 )$+〉也是多项
式角动量代数的本征态 )$+〉，由此将 1022［*］的方法
推广来求出李代数与多项式角动量代数的联系 &设

!"$ ! "$，

!" # ! " # ,（"$，!），
!" " ! -（"$，!）" "， （%-）

则由［!" #，!" "］! .（"$）可以得到

%（"$，!）-（"$，!）（! " "$（"$ # %））

! !
3
" )（"$）& （%*）

当〈$$ +$ )（ ! " "$（ "$ # %））)$$ +$〉! $ 时，
〈$$ +$ )（"! " )（"$））)$$ +$〉是其在零点处的同阶或

者高阶无穷小，则有

%（"$，!）-（"$，!）!
!
3
" )（"$）

" "$（"$ # %）# !，（%4）

取 %（"$，!）! -（"$，!），即

!" # ! " #
!
3
" )（"$）

" "$（"$ # %）## !，

!" " ! " "
!
3
" )（"$）

" "$（"$ # %）## !， （%5）

通过上式可以直接求解其代数的表示，则有上

下界时，可以得到

!" 6 ) $+〉! / 6（ $，+# ）) $+ 6 %〉，

〈 $+ ) !
3
) $+〉" !

3
（ $），

其中 / 6（ $，+）! !
3
（ $）" )（+ " $&5 6 $75）&

有上界时：

〈+3+ ) !
3
) +3+〉! !

3
（+3），

" 6 ) +3+〉! / 6（+3，+# ）) +3+ 6 %〉；
有下界时

〈+3+ ) !
3
) +

3
+〉! !

3
（+

3
），

" 6 ) +3+〉! / 6（+
3
，+# ）) +

3
+ 6 %〉，

显然与前面的讨论 0（+）结果一致 &

5 7 多项式角动量代数的实现

利用玻色子来求多项式角动量代数的实现，已

知

1 ! , # ,，
［1，, #］! , #，

［1，,］! " ,，
［,，, #］! %， （%8）

则设

!" # ! , # 2（1）! 2（1 " %）, #，

!" " ! 3（1）, ! ,3（1 " %），
!"$ ! 1，
其中 2 和 3 为1 的函数，可以得到

2（1 " %）3（1 " %）1 " 3（1）2（1）（% # 1）! .（1），

3（1）2（1）（1 # %）! !
3
" )（1）， （%9）

其中 !
3
取变形李代数的 :;/’<’=算符，则 !

3
! )

（ $）&取 3（1）! 2（1），有

!" # ! （!
3
" )（1 " %））(# 1, #，

!" " ! , （!
3
" )（1 " %））(# 1，

则多项式角动量代数的单玻色子实现为

!" # ) $+〉! , # （!
3
" )（1））(# 1 ) $+ # %〉

! )（ $）" )（+# ）) $+ # %〉，

!" " ) $+〉! )（ $）" )（+ " %# ）) $+ " %〉，
!"$ ) $+〉! + ) $+〉， （%>）
而对于角动量算符的双玻色子来实现，有

" # ! , #
% ,- #( -，

" " ! , #
- ,% #( -，

"$ !（, #
% ,% " , #

- ,-）(-， （%?）
则将其微分实现代入可得

" # ! 4
#-

@
@&，

" " ! &
#-

@
@4，

"$ ! %
- 4 @

@4 " & @
@( )& ，
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在（!"，!" ! " #，!" ! # ##⋯ !" ! $ #$⋯ #"）空间中令 %
$ " %#，& $ $ ! %，由（"&）式可得
!’ ’ ( %&〉$ ’ ’ (（’)，)）( %&〉

$ %（ % ’ "）! &（& ’ "" ）

* (（&，%（ % ’ "））( %& ’ "〉，
!’ ! ( %&〉$ (（’)，)）’ ! ( %&〉

$ %（ % ’ "）! &（& ! "" ）

* (（& ! "，%（ % ’ "））( %& ! "〉，
令! $ # % !，*：（ !"#+，!" ! " #"，⋯ !" ! $ #$，⋯ !+ #"）$
（!+!

+，!"!
"，⋯ !"!

$，⋯ !"!
"），则有 + ’：* $ ’ ’：

（!"!
+，⋯ !"!

$，⋯ !"!
"）$

"!
"#

! !
# ,

"#,( )
!
：（ !"!

+，⋯

!"!
$，⋯!"!

"），那么可得

+ ’ $ "!
"#

! !
# ,

"#,!
，

+ ! $ ,
"#,!
，

++ $ ! "
# ’!

,
,!
，

则与之相对应的多项式角动量代数的生成元为

#+ ’ $
"!
"#

! !
# ,

"#,( )
!

( "
#，$ ! "( )# ，

#+ ! $ ( "
#，$ ! " ! "( )#

,
"#,!
， （#+）

!’+ $ ! "
# " ’!

,
,!

-

. / 结 论

在“01234 05634”空间下，利用三参数李群求代数
表示的方法求出多项式角动量代数的代数表示及其

酉表示，由此可以直接求出投影在球形切空间下的

中心势场中的自由粒子和各向同性谐振子的能谱 -
之后找到能同时承载两种代数的基底，在该基底下

推出两种代数之间的联系（"&）式，并由此也可求出
多项式角动量代数的代数表示 -最后求出了多项式
角动量代数的单玻色子实现（"7）式和其在有限多项
式函数空间上的微分实现（#+）式 -

［"］ 869: ; <，=29: > ? #++@ (),- ./#0 - 12" - !" @#)（29 AB29404）［王

晓艳、丁世良 #++@ 物理学报 !" @#)］

［#］ 869: C D #++" (),- ./#0 - 12" - !# .E+（ 29 AB29404）［汪仲清

#++" 物理学报 !# .E+］

［)］ =FGG H，I69:J656,BK6K6 L，H0,2962F0 A，>FMB6GN4 "EEE B415OGB%

EE+@+&#
［@］ P2::0 Q4G4R 8 "ESE ’ ./#0 L $% )+E
［&］ T43M4R0 U，TR2B6K4 <，=4V4R:B W "EEE ’ ./#0 L "% #SE"；

T43M4R0 U，TR2B6K4 <，=4V4R:B W "EEE 345 ./#0 67,, L $& ""@E
［.］ XFRV294R L Y "E77 84&& 3-,/ ./#0 - $$’ @.S

［S］ UF9M4R I，HJK Q "EES ./#0 - 67,, - L %"% "&&
［7］ T43M4R0 UF140 #+++ .94)7752":0 4; 2"0,2,<7 4; 3-,/7&-,2)0 4; =(1 4;

>$9-2"7 )+ Q6RG # #S& ! #SE
［E］ T6RFG L Z，TJR9[29 I ? "ES" ’ - 3-,/ - ./#0 - $% 7@"；

T6RFG L Z，T4M4R P，TR63M49 L U "E7@ .94) - ?@@@,/ @",79"-,24"-A

84AA4B<2<& 4" C94<D +/7497,2)-A 37,/450 2" ./#02)0，4,

C63B6RK 8 8，（>29:65JR4 8JR1, >3249G2\23）5-#.E
［"+］ ]21BJ P T，Y62,K6 L W "EE+ ./#0 - 67,, - L $&! .E
［""］ ]R6,M29 = ^ "EE@ ’ - ./#0 - L %( "#."
［"#］ =4V4R:B W T，Y69 ,49 TJ003B4 #++) (""- - ./#0 - "#’ .+&

+7.# 物 理 学 报 &&卷



!"#$%&’() &$*&$+$,-’-(.,+ ./ *."0,.1(’" ’,#2"’& 1.1$,-21
’"#$%&’ ’,3 4-+ &$’"(5’-(.,+

!" #$"%

（!"#$%&’"(& )* #+,-./-，0-.(1+2$ 3(.4"%-.&,，5".6.(1 &’’’()，7+.($）

（*+,+-.+/ 01 2+,+34+5 0’’6；5+.-7+/ 389"7,5-:; 5+,+-.+/ 01 <85,$ 0’’=）

>47;58,;
>; ?-57; ;$+ 5+:5+7+9;8;-@97 @? :@AB9@3-8A 89C"A85 3@3+9;"3 8AC+458 89/ -;7 "9-;85B @9+7 85+ @4;8-9+/ 8::A-9C ;$+ D8B ;@ C+;

;$+ ;$5++E:8583+;+5 F-+ 8AC+458 5+:5+7+9;8;-@97 G H$+9 ?-9/ ;$+ 487-7 D$-,$ ,89 4+ 8,;+/ @9 4B 4@;$ F-+ 8AC+458 89/ ;$+ :@AB9@3-8A
89C"A85 3@3+9;"3 8AC+458 7-3"A;89+-;B，7@ "9/+5 7",$ 487-7 ;$+ 5+:5+7+9;8;-@97 @? /+?@53+/ 8AC+4587 ,89 4+ 7$@D9 4B -9;5@/",-9C
;$+ 5+A8;-@9 @? ;D@ 8AC+458 G>; A87; ;$+ /+?@53+/ 8AC+458’7 7-9CA+ 4@7@9 @:+58;@5 5+8A-I8;-@9 89/ @9+ /-??+5+9;-8A 5+8A-I8;-@9 "9/+5
?-9-;+E/-3+97-@98A 7:8,+7 85+ /+/",+/G

!"#$%&’(：:@AB9@3-8A 89C"A85 3@3+9;"3 8AC+458，J-CC7 8AC+458，7"（0）8AC+458
)*++：’K=6

% LE38-A：D;@3+11M$@;38-A G ,@3

&(=0=期 吴 楚：多项式角动量代数的代数表示及实现


