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)*+,*-.*/0 开链对研究量子态在自旋链上的传递有重要的意义 1本文研究了五量子位 )*+,*-.*/0 22 开链中边
界量子位之间的纠缠，在该系统中引入了磁杂质和系统杂质且它们之间满足线性关系时，该系统可以精确求解，此

时边界量子位之间存在纠缠 1选择合适的杂质参数和磁场参数，该边界纠缠的最大值可达到 %3(3
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! 3 引 言

众所周知，量子纠缠在量子信息过程中充当重

要的角色［!］：在隐形传输［#］和量子密钥分发［5，6］过程

中，纠缠对提供量子通道；在量子计算中［(］，纠缠对

量子通用门的构造具有重要的意义 1
)*+,*-.*/0自旋链可以用来构造量子计算机和

量子点［&］，一个强各向异性一维 )*+,*-.*/0 22G 链
可用于描述基于液氦电子的量子计算机［$］，两个量

子点间的相互作用哈密顿量就是 )*+,*-.*/0 2H 相
互作用，经过恰当的编码，)*+,*-.*/0相互作用可以
用作量子计算［’—!!］1
研究表明［!#，!5］，一个没有经过调制和测量的一

维 )*+,*-.*/0自旋链可以短距离地传输量子态：首
先把处于基态的自旋链置于外场中，发送方把要传

输的量子态编码在距它最近的自旋上，经过一段时

间的演化，接收方会以一定的保真度接收到该量子

态，当传输时间恰当而自旋的数目大于 7%时，量子
态直接传输的保真度要大于经典传输，这样的自旋

链充当通道还允许任意距离的共享蒸馏纠缠 1如果
发送者和接收者可以使用有限数目的自旋编码I解

码态，则传输态的保真度还可以增加［!6］，选择合适

的自旋交换耦合［!(］或者能够测量自旋链的自旋［!&］，

传输的保真度可达到 !3 如果允许量子位之间有不
同的耦合，量子态可以在线性自旋链中任意距离地

传输 1这种传输利用了量子态在自旋链上的动力学
演化 1
两量子位之间的纠缠，通常用对纠缠来定

义［!$，!7］1在 )*+,*-.*/0自旋链纠缠问题的研究中，大
部分工作围绕闭链中的近邻对纠缠展开，如两量子

22，222 和 22G 自旋环［!’，#%］，多于两位的自旋
环［#!—#5］等等 1很显然，非近邻对纠缠对量子信息的
意义要强于近邻对纠缠 1
如果一个开自旋链两端的量子位之间有纠缠的

话，该链就是一个天然的量子纠缠通道，可用于量子

通信和量子计算，它传输量子态的速度要远高于动

力学演化的传输 1因此研究 )*+,*-.*/0 开链边界量
子位之间的纠缠情况（比如，怎样使边界量子位之间

有纠缠？如何使这样的纠缠最大？如何增加有纠缠

时的链长？）就变得很有意义 1
大部分时候，杂质给系统带来很大的负面影响，

但也有例外 1 在以前的研究中，我们曾尝试给
)*+,*-.*/0自旋链中引入一位系统杂质［#6，#(］，发现杂
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质可以用来控制系统中的对纠缠；接着又在四量子

位的 !"#$"%&"’( )) 开链中引入了两位系统杂质，在
*种可能的杂质组合中，有一种非常有意思，当系统
的边界两位为杂质且杂质参数（杂质提供的交换积

分）远小于正常格点时，边界量子位之间有最大的纠

缠 +受此结果的启发，期望增加链长还会有类似的结
果，即寻找具有更大距离的纠缠对 +
只有两位系统杂质时，五位 !"#$"%&"’( )) 开链

的边界量子位之间不存在纠缠，六位 !"#$"%&"’( ))
开链得不到精确解，于是我们放弃了六量子位的研

究，又给带两位系统杂质的五位 !"#$"%&"’( )) 开链
添加磁杂质［,*］，经过大量的尝试，找到了一种可解

的条件：磁场和杂质参数满足线性关系 +下面就研究
该条件下边界量子位之间的纠缠情况 +
为了方便，先简要介绍对纠缠的度量以及相应

的标记：形成纠缠度和 -.%/0’’"%/"+形成纠缠度用来
度量对纠缠的大小，它随着 -.%/0’’"%/" -单调增加，
由于 -.%/0’’"%/" 相对容易计算，所以人们习惯用
-.%/0’’"%/"度量对纠缠 +设!是系统的密度矩阵，

!!" 1 #$%.%（ !"）!（混合态或纯态）为约化密度矩阵，其
中 !，" 指第 ! 个量子位和第 " 个量子位，密度矩阵对
应的 -.%/0’’"%/"定义为

%!" 1 234｛"5 6", 6"7 6"8，9｝， （5）
其中"&，& 1 5，,，7，8是算子

’!!" 1!!"（#
(
! !#

(
"）!

"
!"（#

(
! !#

(
"） （,）

的本征值的平方根以降序排列 + ’!!"的本征值非负 +
约化密度矩阵可以写为

!!" 1 5
)

*!" 9 9 9
9 +!" ,!" 9

9 ,"!" +:!" 9
9 9 9 -













!"

， （7）

第 ! 个量子位和第 " 个量子位之间的 -.%/0’’"%/"表
示如下：

%!" 1 234 ,
)（ ,!" 6 *!"-# !"），{ }9 + （8）

一旦得到了约化密度矩阵式（7）的参数，也就意味着
我们 得 到 了 -.%/0’’"%/" 的 解 析 表 达 式 + 当
/.%/0’’"%/" %!" 1 9，! 和 " 之间没纠缠；当 %!" 1 5，!
和 " 之间处于最大纠缠 +

, ; 系统描述

带两位边界系统杂质和磁杂质的五量子位

!"#$"%&"’( )) 开链的哈密顿量可以写为

. 1 $
8

! 1 5
/!/!<5（#<

!#6
!<5 <#<

!<5#
6
! ）< 0$

=

! 1 5
#1

!，（=）

为了便于描述，标记杂质格点提供的交换积分为

/5 1 /= 1 /，正常格点提供的交换积分为 /! 1 5（ ! 1

,，7，8），一般来讲，这样的系统没有精确解 +经过大
量的尝试计算，我们找到了一种可解的情况：即 0 1
2/，2%（9，>）的条件，在它的限制下系统精确可
解，本文只研究这种可解情形 +
该可解系统的本征值如下：

39 1 6 =2/，35 1 6（72 < 5）/，

3, 1 6 72/，37 1 6（72 6 5）/，

38 1 6（2 < 5）/，3=，* 1 6 2/，

3? 1 6（2 6 5）/，3@ 1（2 6 5）/，

3A，59 1 2/，355 1（2 < 5）/，

35, 1（72 6 5）/，357 1 72/，

358 1（72 < 5）/，35= 1 =2/，

35* 1 6 72/ 6 , < /# ,，

35? 1 6（2 < 5）/ 6 , < /# ,，

35@ 1 6 2/ 6 , < /# ,，

35A 1 6（2 6 5）/ 6 , < /# ,，

3,9 1（2 6 5）/ 6 , < /# ,，

3,5 1 2/ 6 , < /# ,，

3,, 1（2 < 5）/ 6 , < /# ,，

3,7 1 72/ 6 , < /# ,，

3,8 1 6 72/ < , < /# ,，

3,= 1 6（2 < 5）/ < , < /# ,，

3,* 1 6 2/ < , < /# ,，

3,? 1 6（2 6 5）/ < , < /# ,，

3,@ 1（2 6 5）/ < , < /# ,，

3,A 1 2/ < , < /# ,，

379 1（2 < 5）/ < , < /# ,，

375 1 72/ < , < /# , +

（*）

为了节省篇幅，省去了相应的本征态 +

系统的配分函数为 ) 1$
75

! 1 9
"6

3!
&#，约化密度矩阵

为! 1 5
)$

75

! 1 9
（"6

3!
&# $!〉〈$! ）+
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!" 系统杂质对边界纠缠的影响

略去具体的过程，直接给出数值计算及分析：

当磁场 ! # $"$%"，! # $"%"，! # "，! # &" 时，
在图 %和图 &中画出了 #%’（$，"）图：
图 % 及数值计算表明，当 ! # $"$%" 时，在点

（$ # $，" # $"$(’），（#%’）)*+ # $"(,,$；当 " # $"%’时的

图 % ! # $"$%"（*）和 ! # $"%"（-）时的 #%’（$，"）图

图 & ! # %"（*）和 ! # &"（-）时的 #%’（$，"）图

临界温度最高 $. # $"$%$，当 " / $"’$ 时，$. 随 "
单调增加，当 $"%’ / " / $"0%时，$. 随 " 单调减小，

$"0% / " 时纠缠消失 1当 ! # $"%" 时，在点（ $ # $，
" # $"$,$），（#%’）)*+ # $"(022；当 " # $"’时的临界温
度最高 $. # $"$3’，当 " / $"’ 时，$. 随 " 单调增
加，当 $"’ / " / $"0%时，$. 随 " 单调减小，$"0% / "
时纠缠消失 1
图 &及数值计算表明，当 ! # " 时，在点（$ # $，

" # $"3%,），（#%’）)*+ # $"%&(0；当 " # %"%$时的临界
温度最高 $. # $"&($，当 " / $"3’ 时，$. 随 " 单调
增加，当 $"3’ / " / &"%$时，纠缠存在的温度区间逐
渐减小，纠缠的极大值很快减小，&"%$ / " 时纠缠消
失 1当 ! # &" 时，在点（$ # $，" # $"!2’），（#%’）)*+ #
$"$!%&；当 " # $",3 时的临界温度最高 $. # $"&2$，
当 " / $"!,时，$. 随 " 单调增加，当 $"!, / " / $"0%
时，纠缠存在的温度区间逐渐减小，纠缠的极大值很

快减小，$"0% / " 时纠缠消失 1
以上结果具有明显的物理意义：当 " 较小时，

中间三位的耦合将会很强，就好象边界量子位之间

产生了直接相互作用一样，所以它们之间的纠缠会

较大；当 " 很大时，边界量子位和其近邻的量子位
之间的耦合将变得很强，中间三位的耦合相对很弱，

就象从中间断开一样，所以边界量子位之间的纠缠

消失；很显然在产生边界量子位的纠缠过程中，磁场

起到了决定性的作用，但它同时又不能太大，否则纠

缠也会消失 1
磁场的这种决定性作用究竟以什么样的方式体

现？下面继续讨论 1

( " 磁杂质对边界纠缠的影响

当 " 分别为 $"$%，$"%，%时，在图 !—图 ’中画出
了 #%’（$，!）图和确定的温度时 #%’（!）图 1

3&$! 物 理 学 报 ’’卷



图 ! 当 ! " #$#%时，"%&（#，$）图及确定的温度时 "%&（$）图

图 ’ 当 ! " #$%时，"%&（#，$）图及确定的温度时 "%&（$）图

图 & 当 ! " %时，"%&（#，$）图及确定的温度时 "%&（$）图

图 ! 及数值计算表明，! " #$#% 时，（"%&）()* "
#$’+&#；当 $ , %$-&! 时，临界温度 #. 随 $ 单调增
加，当 %$-&! , $ , %$+#! 时，在 #—#. 之间有一段

不存在纠缠的区间，当 %$+#! , $ 时 #. 随 ! 基本呈
线性增加，但纠缠很小；图 ’ 及数值计算表明，! "
#$%时，（"%&）()* " #$’’//；#. 随 $ 的变化类似，当

$ , #$/#!时，临界温度 #. 随 $ 单调增加，当 #$/#!

, $ , %$-&! 时，在 #—#. 之间有一段不存在纠缠

的区间，当 %$-&! , $ 时 #. 随 ! 基本呈线性增加，
但纠缠很小，#$+% , ! 时纠缠消失；也存在明显的相
变 0图 & 及数值计算表明，! " % 时，（ "%&）()* "
#$%11/；当 #$&!! , $ , %$2!! 时，纠缠存在，# 0&!! ,
$ , #$+-! 时临界温度 #. 随 $ 单调增加，#$+-! , $
, % 0 2 ! !时，纠缠存在的温度区间逐渐变小，
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纠缠本身也逐渐变小；并存在明显的相变 !
当 ! " #时，系统的基态简并 "$% " "&# " ’ # ’

& ( #! &，相应的本征态为

!$%〉"
$
$! $%

（%$%!) ###$$〉( %$%*+ ##$#$〉

( %$%!, ##$$#〉( %$%*- #$##$〉

( %$%!$# #$#$#〉( %$%*$& #$$##〉

( %$%!$% $###$〉( %$%*$. $##$#〉

( %$%!&# $#$##〉( %$%*&/ $$###〉），（%）

!&#〉"
$
$! &#

（%&#!% ##$$$〉( %&#*$$ #$#$$〉

( %&#!$) #$$#$〉( %&#*$/ #$$$#〉

( %&#!$- $##$$〉( %&#*&$ $#$#$〉

( %&#!&+ $$##$〉( %&#*&& $#$$#〉

( %&#!&, $$#$#〉( %&#*&. $$$##〉），
其中 $$%，&#为归一化常数，%&，’为不为零的参数 !对单
独的 !$%〉或 !&#〉，边界量子位之间存在纠缠，但简

并后边界纠缠消失 !当引入磁场后且 ! " (# 0 $
& #，

!$%〉和 !&#〉的简并消失，!$%〉成为唯一的基态，

边界量子位之间的纠缠出现；当磁场
$
& # 0 ! " (#

0!)& # 时，基态变为

!$,〉"
$
$! $,

（%$,*$ ####$〉

( %$,*& ###$#〉( %$,*/ ##$##〉

( %$,*. #$###〉( %$,*$, $####〉），

（.）

其中 $$,为归一化常数，%&，’为不为零的参数，对于 #

较小的情形，%$,*& " ’ & ( #! &

# ，%$,*/ " &
#，%$,*. "

’ & ( #! &

# 三个数的绝对值相差不大且都远大于

%$,*$ " %$,*$, " $，!$,〉中有贡献的是中间三项，边界

量子位在这三项中为直积态，因此边界纠缠消失，见

图 )和图 /；当 # 较大时，!$,〉中的五项参数相差

不大，都有贡献，因此边界量子位之间产生纠缠，见

图 +；当磁场!)& # 0 ! " (# 时，基态变为 !#〉"

#####〉，边界量子位之间又变为直积态，纠缠不存
在，见图 +* 很明显，磁场起到了消除简并和改变系
统基态的作用 !

+ * 结 论

本文中，我们研究了带系统杂质和磁杂质的五

量子位 1234256278 99 开链中边界量子位之间的纠
缠，取边界量子位为杂质，当磁场强度 ! 随着杂质
参数 #（杂质量子位提供的交换积分，并假定正常量
子位提供的交换积分为 $）线性变化时，该系统才可
解 !当 ! 较小时，边界量子位之间的纠缠较大，但不
超过 #*+；当 ! 较大时，边界量子位之间的纠缠较
小 !当杂质参数 # 很小时，边界量子位之间的纠缠
可以取到其最大值（接近 #*+），当杂质参数 # 较大
时，边界子位之间的纠缠极大值较小 !
引入磁场后可在 +量子位 1234256278开链的边

界量子位之间产生纠缠，磁场起到了消除简并和改

变基态的作用，这一结果表明，态的简并对纠缠有重

要的影响 !在能够产生边界纠缠的情况下，中间各位
的耦合越强（相对于边界位和它的近邻位），边界纠

缠越大 !
虽然边界量子位之间的纠缠不能达到最大，但

我们增加了链长，并且给出了边界量子位之间纠缠

的理论值，对研究量子态在自旋链上的传递有一定

的意义；此外由于该系统精确可解，因此还能够给精

确可解模型的研究提供一定的参考 !

感谢中国科学院物理研究所刘伍明研究员给本文作者

提供了一些很有价值的建议 !
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