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根据 *+,-.+//01.,2 30-4522 方程，对射频场照射下多自旋体系的弛豫进行了理论描述，并用 678 理论推导出了

体系的弛豫方程组，给出了各类弛豫速率的理论计算公式 9在此基础上，编制了弛豫方程组数值解的计算程序，分

别用此程序和 7/,:; 方程计算了双自旋体系在不同情况下的稳态解，并对计算结果进行了简要的分析和讨论 9
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! G 引 言

射频（8H）场与弛豫对自旋体系的作用是核磁

共振（3I8）理论中的基本问题 9在连续波 3I8 实验

中，射频场与弛豫的作用不可分，因此射频场照射下

自旋 体 系 的 弛 豫 与 动 力 学 研 究 曾 经 是 这 一 时 期

3I8 理论的核心问题之一 9 但自从 ?J2DE 提出脉冲

傅里叶变换 3I8 技术后［!］，一般允许把射频场的作

用与弛豫的作用分开考虑 9但在某些 3I8 实验中，

自旋体系要一直受到射频场的照射，比如在!$K 纵向

弛豫时间 !! 的测量实验中，就需要在!L 通道施加

一个射频场，使!L 饱和［#］，而在用 3I8 实验研究蛋

白质、核酸和多糖等生物大分子溶液构象时，往往要

对某个自旋施加自旋锁定射频场［$］，此时的射频场

作用与弛豫作用已不能分开考虑 9以往人们在计算

上述实验中的弛豫时通常忽略射频场作用，而理论

研究和实验均已表明［>，(］，这种近似仅仅对某些液体

小分子是合理的，而对生物大分子和固体则有可能

产生较大的计算误差 9随着大量与弛豫相关的实验

在二维、三维液体和固体 3I8 中应用［’］，射频场照

射下 自 旋 体 系 的 弛 豫 与 动 力 学 研 究 已 成 为 现 代

3I8 中最具应用前景的重要课题之一 9
对射频场照射下自旋体系动力学的系统研究开

始于 #% 世纪 &% 年代［$—(］，整个 )% 年代研究工作主

要集中在射频场照射下弛豫方程组的计算［’—!%］以及

射频场照射下 M,/,4,2 方程的改进方面［!!—!(］，其中

7J-D:;N0+/0J［!%］和 7,F02;5-D02［!(］的工作是这一时期

的典型代表，而近几年来已有不少关于这一方面的

研究成果在相关 3I8 实验中应用的报道［!’，!<］9对于

单自旋体系，同时考虑射频场与弛豫作用的 7/,:;
方程的解析解已经给出［!&，!)］9对于双自旋同核体系，

射频场照射下自旋体系完整的弛豫方程组已经获

得［!%，#%］9对于双自旋异核体系，理论计算和实验已经

证明，在射频场的照射下，自旋体系的弛豫过程受到

了射频场的影响，描述自旋体系纵向弛豫和交叉弛

豫的 M,/,4,2 方程应做相应的扩展［!(，#!，##］9
对于多自旋体系，由于计算上的复杂性，已不可

能像双自旋体系那样用近似方法解析地计算出体系

的弛豫方程组，从而获得射频场的照射对自旋体系

影响的结论 9此外，尽管强偶合体系的弛豫方程组已

被求得［#$］，但同时考虑 O 偶合和射频场照射的弛豫

方程组的计算仍是一个有待解决的问题 9为此，本文

根据 *+,-.+//0 1.,2 30-4522 方程和 678 理论，从理

论上推导出了射频场照射下多自旋体系的弛豫方程

组，编制了计算其数值解的计算机程序，分别用此程

序和 7/,:; 方程计算了双自旋体系在不同情况下的

稳态解，并对计算结果进行了简要的分析和讨论 9
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!" 射频场照射下多自旋体系弛豫的理

论描述

描述 #$% 自旋体系状态的密度算符!（ !）满足

&’()*’++,-*(. #,)/0.. 方程

1!（ !）
1 ! 2 3 ’［!（ !），!（ !）］ （4）

其中 "（ !）是体系的总哈密顿，它可以被分成三个部

分，即

!（ !）2 !5 6 !4（ !）6 !!（ !）， （!）

"5 是与时间无关的静态哈密顿，它主要由两部分组

成，一部分是核磁矩与外磁场的 7,,/0. 相互作用，

另一部分是核磁矩间的 8 偶合 9若假定体系中的自

旋数为 #，"$ 表示 $ 核的化学位移，"$ 表示 $ 核的积

算符向量，即 "$ 2｛"$%，"$&，"$’ ｝，($) 表示 $ 核与 ) 核间

的偶合常数，则 "5 可记为

!5 2 3!
#

$
"$"$’ 6 !!!

#

$
!

#

) : $
($)"$ · ") 9 （;）

"4（ !）是由射频场对体系的作用而产生的哈密

顿，若假定射频场施加在 % 轴，且其强度为 *4，角频

率为#，位相为$，则 "4（ !）可表示为

!4（!）2 3 *4,<=（’#!#’ >%）+$,<=（3 ’#!#’ >%）（?）

其中%是普朗克常数，+$ 是在 %，& 平面上关于方向

$的总磁矩算符，,’ 是算符向量# 2 !
#

$
"$ 在 ’ 方向

的分量 9
"!（ !）是由随机相互作用而产生的哈密顿，它

将引起体系的弛豫 9产生弛豫的机制有多种，对于 -
2 4>! 的体系，!!（ !）的主要来源是偶极-偶极相互

作用，另外，自旋-旋转相互作用，化学位移各向异性

等对 !!（ !）也有一些贡献 9 若以符号“&”表示弛豫

的机理，则 !!（ !）可表示为

!!（ !）2!
&

!&（ !）

2!
&
’&!

.（&）

（3 4）., 3 .
&

（ !）$.
&

， （@）

其中’& 是相互作用常数，,.
&
（ !）是球谐函数，$.

&
是

不可约张量算符 9
为了去除 "4（ !），我们将方程（4）变换到以角频

率#绕 ’ 轴旋转的旋转坐标系中 9若用符号“ A ”表

示这种旋转变换，则此时方程（4）变为

1"!（ !）
1 ! 2 3 ’［!5 3 *4%$ 6##’ 6#!!（ !），$!（ !）］，

（B）

其中$/ 2 ,<=（ 3 ’#!#’ >%）/,<=（’#!#’ >%），哈密顿中

的前三项 "5 3 *4%$ 6##’ 称为有效哈密顿，通常

记为 !,CC，!,CC，可以被对角化 9因为在 !,CC 的特征空

间中弛豫问题较容易求解，因此还需要做第二个变

换，将方程（B）变换到 !,CC 的特征空间中 9 若用符号

“D”表示这种变换，而对算符 / 进行两种变换后所得

的算符$/
D

定义为

$/
D

2 ,<=（’",CC ! >%）,<=（3 ’#!#’ >%）/

E ,<=（’#!#’ >%）,<=（3 ’!,CC ! >%）， （F）

则方程（B）进一步被变为

1"!
D
（ !）
1 ! 2 3 ’［#!

D
!（ !），$!

D
（ !）］， （G）

由于对 !!（ !）的两种变换只影响算符 $ .
&

，因此#!
D

!

（ !）可写为

#"
D
!（ !）2 !

&
’&!

.（&）

（3 4）., 3 .
&

（ !）$$
D .
& 9 （H）

;" IJ% 理论及弛豫方程组的推导

准确地求取方程（G）的解析解是不可能的，为此

人们提出了许多计算弛豫的近似方法，如记忆函数

法、J+(KL 理论、JMM 理论、自旋温度理论等，目前最

常用的是 IJ%（I0.N.,OO-J+(KL-%,1C’,+1）理论［!?］9
根据 IJ% 理论，方程（G）可以被变换为

1$!
D
（ !）
1 ! 2 3%

6P

5
〈［#!

D
!（ !），［#!

D
!（ ! 3(），$!

D
（ !）］］〉1(

（45）

其中尖括号“〈〉”表示随机平均 9若将方程（45）中的

对易运算展开，则方程（45）即可变为

1$!
D
（ !）
1 ! 2 3%

6P

5
〈［#!

D
!（ !）#!

D
!（ ! 3(）$!

D
（ !）

3#!
D

!（ !）$!
D
（ !）#!

D
!（ ! 3(）

3#!
D

!（ ! 3(）$!
D
（ !）#!

D
!（ !）

6$!
D
（ !）#!

D
!（ ! 3(）#!

D
!（ !）〉1( （44）

假定)，)Q为密度矩阵中的元素，将（H）式代入方程

（44）计算后可以得到

〈) 1$!
D
（ !）)Q〉
1 !

2 3!
&
!
&Q
’&’&Q!

.
!
.Q

（3 4）.6 .Q
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其中 #" + # &$,
通常可取 "-..的特征向量为基函数"和!，此时

〈" ! & "
#

（ #）#!
’ "
#
（ #）!〉

+ ! & "
#

（ #）〈" -/0（1"-.. # 2%）-/0（& 1&##$ 2%）!"
#

! -/0（1&##$ 2%）-/0（& 1%-.. # 2%）!〉

+ ! & "
#

（ #）-/0（1’"!#）〈" -/0（& 1&##$ 2%）

! !"
# -/0（1&##$ 2%）!〉， （)3）

其中’"! +（&" & &!）2%,

因为通常情况下 %-..与 !$ 不可交换，基函数"
和!不可能是 !$ 的特征向量，所以将（)3）式代入方

程（)*）后所形成的积分难以计算 ,为此我们利用 !$

特征向量的性质，将（)3）式改写为

〈" -/0（& 1&##$ 2%）’"# -/0（1&##$ 2%）!〉

+!
(
!
("

〈" -/0（& 1&##$ 2%）(〉〈( !"
# ("〉

!〈(" -/0（1&##$ 2%）!〉

+!
(
!
("

-/0｛& 1&#［(（(）& (（("）］｝

!〈"(〉（!"
#

）(("〈("!〉

+!
(
!
("

-/0｛& 1&((" #｝〈"(〉（!"
#

）(("〈("!〉，（)4）

其中(和(" 为 !$ 的特征向量，#$ (〉+%(（(）(〉，

&((" +&［(（(）& (（("）］, 把（)3）式展开为（)4）式

后，不仅将密度矩阵元素中与时间有关和与时间无

关的部分分开，而且与时间无关部分得到了充分简

化，为进一步推导、计算提供了方便 ,
将（)3）和（)4）式代入（)*）式后，会出现形如

#"
#
（ #）#""

#"
（ # &$）的项，这就是相关函数，利用它可

以定义谱密度

)"""##"
（(，(" ，!，!"）

+"
#$

%
!"
#
（ #）!""

#"
（ # &$）

! -/0｛& 1（&((" #’!!" ）$｝($， （)5）

将上述结果全部代入后，方程（)*）变为

〈" (#!
’
（ #）""〉
( #
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#
!
#"
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"
!
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（& )）"# ""

!!
!
!
!"
!
*
!
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!
(
!
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##"

（(，(" ，!" ，!）〈"*〉（!"
#

）**"

!〈*" !"〉〈!" (〉（!""
#"

）(("〈(" !〉#!
’
!""

& -/0｛1（’""" &’!!" ）#｝) & "& ""
##"

（(，(" ，!" ，""）〈"*〉

!（!"
#

）**"〈*" !〉〈!" (〉（!""
#"

）(("〈(" ""〉#!
’
!!"

& -/0｛1（’""" &’!!" ）#｝) & "& ""
##"

（(，(" ，"，!）〈!" *〉

!（!"
#

）**"〈*" ""〉〈"(〉（!""
#"

）(("〈(" !〉#!
’
!!"

# -/0（1’!""" #）)
& "& ""
##"

（(，(" ，!" ，!）〈!*〉（!"
#

）**"

!〈*" ""〉〈!" (〉（!""
#"

）(("〈(" !〉#!
’
"!"

］, （)6）

为了与无射频场照射时的 7-(.1-8( 弛豫方程［*4］相比

较，利用 9:;<-=>-: 积符号+"!和 %-.. 特征向量的性

质，方程（)6）可简写为

〈" (#!
’
（ #）""〉
( #

+ &!
!
!
!"
!
*
!
*"
!
(
!
("

-/0｛1（’""" &’!!"

&&**" &’((" ）#｝

! *（*，*" ，(，(" ）

"""!!"
#!
’
!!"

， （)?）

其中

*（*，*" ，(，(" ）

"""!!" +!
#
!
#"
)#)#"!

"
!
""

（& )）"# ""

!｛) & "& ""
##"

（(，(" ，!" ，""）〈"*〉（!"
#

）**"

!〈*" !〉〈!" (〉（!""
#"

）(("〈(" ""〉

# ) & "& ""
##"

（(，(" ，"，!）〈!" *〉（!"
#

）**"

!〈*" ""〉〈"(〉（!""
#"

）(("〈(" !〉

&+""!"!
,
) & "& ""
##"

（(，(" ，,，!）〈"*〉（!"
#

）**"

〈*" ,〉〈,(〉（!""
#"

）(("〈(" !〉

&+"!!
,
) & "& ""
##"

（(，(" ，!" ，,）〈,*〉（!"
#

）**"

!〈*" ""〉〈!" (〉（!""
#"

）(("〈(" ,〉｝, （)@）

方程（)?）即为射频场照射下多自旋体系的弛豫

方程组，而（)@）式则给出了射频场照射下多自旋体
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系各种弛豫速率的理论计算公式 !

" # 弛豫方程组的数值解

求取方程（$%）的解析解几乎是不可能的，为此我

们用数学软件 &’()* 和 + 语言根据（$%）和（$,）式编制

了计算射频场照射下多自旋体系各种弛豫速率以及

求解其弛豫方程组数值解的计算机程序 !具体计算方

案是：对于特定的自旋数和脉冲序列，首先用 &’()*
计算特征值和特征向量，并通过对易运算将（$,）式化

简；然后输入化学位移、偶合常数等相关参数，最终用

+ 程序即可计算出各类弛豫速率以及弛豫方程组的

数值解，从而获得自旋体系的动力学特性 !
上述程序的编制是极为复杂的，为了验证程序

的正确性，并直观反映射频场的照射对自旋体系的

影响，我们分别就同核、异核以及无偶合、有偶合情

况计算了双自旋体系的稳态解，并将其中同核时的

解与用 -)./0 方程计算的稳态解进行了比较 ! 计算

的具体结果见表 $，其中!$ 和!1 为两个自旋的化

学位移，! 为两个自旋间的偶合常数，"$ 为射频场

强度，谱密度函数 !（!）2 1"/ 3（$ 4!1"1
/），相关时间

"/ 和核间距恰好使 #$ 2 #1 2 )5，表 $ 中所列的结果

是!$ 对应的自旋当体系达到稳定态时磁化矢量在

$，%，& 三个方向的分量 !

表 $ 用 -)./0 方程和数值解程序计算的双自旋体系的稳态解

!$ 367 !1 367 !367 "$ 367
-)./0 方程 数值解程序

’ ( ) ’ ( )

$88 $88 8 18 8#$91 : $88 8#;8< : $8 = ; 8#9<1 : $88 8#$91 : $88 8#;8< : $8 = ; 8#9<1 : $88

$88 $88 8 188 8#"88 : $88 8#<;% : $8 = ; 8#188 : $88 8#"88 : $88 8#<;% : $8 = ; 8#188 : $88

$88 $88 8 1888 8#"99 : $8 = $ 8#%9" : $8 = " 8#1"9 : $8 = 1 8#"99 : $8 = $ 8#%9" : $8 = " 8 !1"9 : $8 = 1

$88 ;88 8 18 8#$91 : $88 8#;8< : $8 = ; 8#9<1 : $88 8#$98 : $88 8#1;% : $8 = ; 8#9", : $88

$88 ;88 8 188 8#"88 : $88 8#<;% : $8 = ; 8#188 : $88 8#$"1 : $88 8#"9, : $8 = ; 8#%$$ : $8 = $

$88 ;88 8 1888 8#"99 : $8 = $ 8#%9" : $8 = " 8#1"9 : $8 = 1 = 8#"%> : $8 = $ 8#%,% : $8 = " = 8#1;, : $8 = 1

$88 ;88 "8 18 8#$91 : $88 8#;8< : $8 = ; 8#9<1 : $88 8#$9> : $88 8#1>< : $8 = ; 8#9"1 : $88

$88 ;88 "8 188 8#"88 : $88 8#<;% : $8 = ; 8#188 : $88 8#$;" : $88 8#"9> : $8 = ; 8#%,; : $88

$88 ;88 "8 1888 8#"99 : $8 = $ 8#%9" : $8 = " 8#1"9 : $8 = 1 = 8#"1$ : $8 = $ 8#%,% : $8 = " = 8#$>> : $8 = 1

$88 = $88 8 18 8#$91 : $88 8#;8< : $8 = ; 8#9<1 : $88 8#$9% : $88 8#$8> : $8 = ; 8#9,% : $88

$88 = $88 8 188 8#"88 : $88 8#<;% : $8 = ; 8#188 : $88 8#,>% : $88 8#">> : $8 = ; 8#"19 : $88

$88 = $88 8 1888 8#"99 : $8 = $ 8#%9" : $8 = " 8#1"9 : $8 = 1 8#$"9 : $88 8#%98 : $8 = " 8#%"" : $8 = 1

$88 = $88 "8 18 8#$91 : $88 8#;8< : $8 = ; 8#9<1 : $88 8#$1; : $8 = 1 8#%9$ : $8 = 1 8#<8, : $8 = 1

$88 = $88 "8 188 8#"88 : $88 8#<;% : $8 = ; 8#188 : $88 8#>,8 : $8 = > 8#%9< : $8 = ; = 8#9$" : $8 = >

$88 = $88 "8 1888 8#"99 : $8 = $ 8#%9" : $8 = " 8#1"9 : $8 = 1 8#1,1 : $8 = < 8#%9< : $8 = " = 8#<8; : $8 = <

显然，当!$ 2!1 2 $8867 即同核情况时，数值

解程序与 -)./0 方程的计算结果完全一致，这在一

定程度上证明了该数值解程序的准确性 ! 理论计算

与实验已表明［1$，11］，射频场的照射对异核体系纵向

与横向弛豫速率的影响甚微，可以忽略，而交叉弛豫

速率在射频场的照射下则有一定程度的下降 !当!$

2 $8867，!1 2 ;8867 即异核情况时，结果显示，弱射

频场时数值解程序与 -)./0 方程的计算结果相差不

大，而在强射频场时数值解程序计算结果中的 $ 分

量均小于 -)./0 方程的计算结果，这是由于 $ 轴上

的强射频场对交叉弛豫的影响所导致的［1$，11］!

> # 讨 论

本文给出了射频场照射下多自旋体系的弛豫方

程组，并编制了计算其数值解的计算机程序，这给核

磁共振弛豫的研究提供了一个新的可供参考的结

果 !目前，这一研究成果正在被用于核磁共振测井中

油水弛豫信号的分离研究 !
需要指出的是，射频场与弛豫对自旋体系的作

用是相互的 !在计算弛豫时要考虑射频场的影响，而

在 研究射频场的作用时同样也要考虑弛豫的 影
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响［!"—!#］$经典的核磁共振理论认为，通常核磁共振

实验中的线型只与横向弛豫有关 $ 但最新研究显

示［!%］，在有射频场扰动的情况下，纵向弛豫对核磁

共振线型也有不可忽视的影响 $这表明射频场与弛

豫对核磁共振自旋体系的作用今后仍然是一个值得

深入探讨的重要问题 $
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