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用量子隧穿法研究黑洞 +,-./01 辐射，计算了静止质量不为零的粒子穿过 234-,56734/89 黑洞事件视界的出射

率 :所得结果满足幺正性原理，且与无质量粒子出射率具有相同的函数形式 :
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! E 引 言

"$$$ 年，F,5/.4 和 G/836H. 提出了一种计算黑洞

+,-./01 辐射修正谱的半经典方法［!—<］:其出发点是

将黑洞的 +,-./01 辐射理解成一种量子隧穿，势垒

强弱取决于出射粒子自身能量的大小 :这种计算方

法的关键是强调粒子出射过程能量守恒，并且要找

到一个在视界处表现良好的坐标系 : 用这种方法，

F,5/.4 和 G/836H. 计算了粒子穿过 234-,56734/89 黑洞

和 I>J 黑洞的出射修正谱 : 所得结果偏离纯热谱，

满足幺正性原理，支持信息守恒的结论 :随后，人们

用这一方法分别计算了 9H 2/CCH5 和 ,0C/>9H 2/CCH5 时空

以及稳态有转动黑洞的 +,-./01 辐射修正谱［(—*］，均

满足幺正性原理，支持信息守恒的结论 :然而，上述

研究仅局限于出射粒子为无质量粒子 :对于静止质

量不为零的粒子的出射概率问题，因其世界线为类

时曲线，上述方法必须作适当的修改 :本文将研究有

静止质量粒子在穿越视界时的行为，得出其运动规

律 :然后求出其出射谱，并与无质量粒子进行比较 :
为了简便，我们将粒子当成是正在出射的球面德布

罗意波（德布罗意 2 波），先求出其对应的相速度和

群速度 :然后，利用 F,5/.4 和 G/836H. 提出的方法来

计算静止质量不为零的粒子穿过 234-,56734/89 黑洞

事件视界的概率 :文中采用自然单位制，即，取 !"
""!"! :

" E 相速度和群速度

如前文所述，为了研究穿越黑洞视界的量子隧

穿，必须找一个在视界处消除了坐标奇性的坐标系 :
符合这一条件的最好的坐标系就是 F,/08HKL 坐标

系 :在这一坐标系下，其 234-,56734/89 黑洞时空线

元为［!$］

9 #" M N ! N "$( )% 9 &" O " "$#% 9 &9 % O 9 %" O %" 9""

M ’$$ 9 &" O "’$! 9 &9 % O 9 %" O %" 9""， （!）

F,/08HKL 坐标系具有许多好的性质［!—<］:除了消除了

视界处的坐标奇性，还有三条很重要的性质必须指

出 :首先，在取定 F,/08HKL 坐标系的情况下，时空中

存在类时 P/88/01 矢量，因而时空稳态 :其次，如果在

（!）式中取 & 为常数，则度规将变成三维欧氏度规 :
即此坐标系下所有的时空片都是欧氏的 : 第三，用

F,/08HKL 坐标系表示的时空线元虽然非对角，但满足

朗道坐标钟同时传递性条件 :即时空中可以定义坐

标钟同时 :第三条性质对于后面的研究至关重要，而

在相关文献却未见论述 : 下面先对这一性质进行

介绍 :
根据朗道对钟理论，对于一个作了 < O ! 分解的

时空，两个同时事件的坐标时之差为［!!］
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上述积分一般与路径有关，因而朗道指出，只有时轴

正交的坐标系才可以定义同时的概念 ! 后来的研究

表明，时轴正交只不过是定义坐标钟同时的充分而

非必要条件 !如果其线元满足如下关系［"#］：
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则方程（#）对应的积分将与路径无关，因而是可以定

义坐标钟同时的 !显然，在 ()*+,-./ 坐标系下的线元

（"）满足方程（’）! 即线元（"）虽然非对角，但仍满足

对钟条件，因而在 ()*+,-./01234)56723*,8 时空中可以

定义坐标钟同时 !在量子力学中，人们普遍认为粒子

作隧穿是一个瞬时过程，()*+,-./01234)56723*,8 时空

的上述性质对于下面的研究非常重要 !
由（"）式很容易求得径向类光测地线方程为

%·& 8 %
8 & & 9 " $ #’!% ， （:）

式中正号对应出射粒子，负号对应为入射粒子［"—’］!
需要指出的是，本文研究有静止质量的粒子出

射问题 !而有静止质量粒子的世界线是类时线，因而

不能像文献［"—’］那样将方程（:）作为静质量不为

零的粒子的运动方程 ! 下面对有静止质量的粒子的

运动情况进行讨论 !为了简便，将其看成是球面德布

罗意波（德布罗意 1 波）!前文已述，用 ()*+,-./ 坐标

系描述的时空，时空稳态，且时空片是欧氏的 ! 因而

薛定谔方程成立，我们可以用平直时空中非相对论

的方法来处理 !按照 ;<= 法，其近似波动方程为
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式中 %$ $"表征粒子的初始位置 ! 取定某一特定的

相位进行讨论，令
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则有
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式中 * 为德布罗意波的波数 !与相速度的定义相比

较，可知 %·等于德布罗意波的相速度 !对于德布罗意

波，其群速度 +A 和相速度 +B 的定义及关系为

+B & 8 %
8 & & %·& #* ， （C）

+A &
8 %2
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+B & "
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为了得出 %·的表达式，先求出其群速度 !
前文已述，隧穿过程是一个瞬时过程，粒子进入

势垒和穿出势垒是两个同时事件 ! 根据朗道对钟理

论，这两个同时事件的坐标时之差为

8& & $
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此处，%2 表示粒子位置，8 %2 表示 粒 子 的 位 移 ! 由

（""）式可求出其群速度为
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8 %2
8 & & $

#%%

#%"
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由关系式（"%）可求得相速度的表达式为

+B & %·& "
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将 #%%和 #%"的具体表达式代入（"’）式，得出 %·的表

达式为
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# " $ #’( )%

%
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值得注意的是，当考虑粒子自引力的影响时，方程

（":）中的黑洞质量将作替换 ’#’ $#，其中#对

应为出射粒子的能量 !

’ E 隧穿概率

类似于文献［"—’］的分析，作量子隧穿的出射

正能粒子作用量的虚部为
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式中 )% 为与 % 对应的正则动量，% * 和 % H 分别对应粒

子出射前后瞬间所在的位置 !
为了便于计算，利用 J)G*,KL+ 方程将对 8)% 的

积分换成对 8- 的积分 !由

%·& 8-
8)%

& 8（. $#）
8)%

& $ 8#
8)%

， （"?）

得

8)% & $ 8#
%·
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（"?）式中的 . 表示物质系统的总能量，而 . $#则

表示黑洞在出射一个粒子后的能量 ! 所谓强调粒子

出射过程能量守恒，即让总能量 . 保持不变 !
将（"@）式代入（">）式得

FG, & $ FG"
%H

%*"
#

%

8#I
%·
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将（":）式代入（"C）式，并考虑出射粒子自引力的影

响，则作用量的虚部的具体表达式为
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交换积分顺序，我们发现被积函数在 " # (（# $!)）

处发散 +对上述积分进行正规化处理，将 " 复化成复

平面，此时 " # (（# $!)）为一个极点 + 为了使正能

解随时间衰减，选积分围线沿上半复平面，并求出对

" 的积分，得

!"! #!
!

’
.!（# $!)）*!) + （(’）

完成对!)的积分，得

!"! # .!#! , $ ,
(
!( )# # $ ,

("!/0 + （(,）

式中"!/0 # !（# $!）$ !（#），表示粒子出射前后

黑洞的熵变 +由（(,）式可进一步求得静质量不为零

的粒子的出射概率，即其出射谱为

" 1 2$(!"! # 2"!/0 + （((）

显然，出射谱满足量子力学中的幺正性原理，且与无

质量粒子的出射谱具有相同的函数形式 +

. 3 结 论

以上研究表明，对于静止质量不为零的粒子，其

出射谱与无质量粒子的出射谱具有相同的函数形

式 +即偏离纯热谱、满足量子力学中的幺正性原理，

支持信息守恒的结论 +
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