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通过对 *+,-阱中共面两离子体系的研究，考虑共面两离子在 *+,-阱中库仑关联，得到了两离子系统 ./012345671
方程的精确解；椐方程的精确解，分析了质心能级简并情况，计算了两离子的平衡距离和低能级的几个态函数，设

计程序作出了质心径向概率分布图 8
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# F 引 言

近年来，离子阱技术已被广泛应用于量子态的

性质、量子逻辑操作、量子信息和原子频标等方面的

研究工作中［#—"］8 H41+/，*GB+IGJ，和 KG--71曾提出利
用冷离子或热离子实现量子逻辑门的理论方案［(，$］，

LG51G7，M456及其研究组成员设计实验对理论方案
进行了验证［:，&］8囚禁离子运动态的经典和量子混
沌特征也曾受到人们普遍关注［)］，也使得我们对

*+,-阱中离子运动的量子力学问题更有兴趣 8
利用 *+,- 阱囚禁离子系统研究带电粒子的输

运和关联性质［#%］，是一个有趣而重要的问题 8当不
止一个离子被囚禁在离子阱中时，由于离子间库仑

势的存在，其哈密顿量是非线性的，即使在赝势模型

下也是如此 8何明等对共面三离子的单体密度和形
体密度进行了深入的研究［##］，还有不少文献对多离

子体系的动力学特征进行了研究［##］，但包含库仑关

联的两离子系统是理论研究的基础，仍有进一步研

究的必要 8对于两离子共线系统的 ./012345671方程，
应该包含谐振子赝势和库仑势 8在热离子假定下，
*GB+IGJ等采用在经典定态解（一个平衡常数）附近
展开库仑势的方法［$］，将库仑势转化为谐振子势 8该
近似方法虽然简化了问题，但不能适用于冷离子系

统 8同时考虑谐振子势和库仑势，N756和 O,+5等人
得出无穷级数解［#’，#9］8在以冷离子系统为基础的量
子计算实验中，需要将运动初态制备为基态［&，#"］8
本文考虑 *+,-阱中囚禁的两离子系统，如果阱

的参数满足一定的关系，离子可能被囚禁在 !?" 平
面上，构造两离子共面模型 8精确地确定并分析基
态，寻求系统精确的能量本征态是一个很重要的问

题 8本文对 *+,- 阱中共面的两离子体系进行了研
究，推证了共面 *+,- 阱中库仑关联的两离子系统
./012345671方程的精确解，根椐方程的精确解，我们
分析了质心的能级简并情况，计算了两离子的平衡

距离和低能级的几个态，设计程序作出了质心径向

概率分布 8该系统的本征态和本征能量影响以该系
统为基础的量子逻辑操作和激光边带冷却制备基态

等问题，值得在实验研究中加以考虑［#(，#$］8

’ F 精确的本征态

考虑两个离子组成的 *GB+IGJ?H41+/?KG--71 量子
门系统，两离子囚禁在 *+,- 阱中的一个平面
上［$，#: C #)］8在赝势近似下，该系统是一个谐振?库仑
势系统 8设两离子具有相同的质量 #%，每个离子所

带电量 7，第 $ 个粒子的坐标为（ !$，"$），即 !$ P !$"!

Q "$""，外加射频场频率!（谐振频率），则系统的
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量形式的波函数和能量
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*2 是两离子质心运动能量，*3 是两离子相对运动能
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（/"）式为质心运动的 526378$(9:3方程，它描述一个
标准的各向同性的二维谐振运动 1由
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时，（D;）式是合流超几何方程 1质心波函数和能量表
达式为
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其中（F"）式中的 +2 是质心运动的磁量子数，（F;）

式中的 /)2
是质心运动的径向量子数（表示径向波函

数的节点数），且有 2 ) */)2
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（/;）式是描述相对运动的 526378$(9:3方程 1令
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由（"#1）式已知方程（*+）有截断级数解，并且阱频与
截断常数 ! 有关 &其中整数 ! ) " 为截断后（"#1）式
中级数的项数，令 & ! ! . (，则展开系数满足方程［"2］
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式中 ! 为相对运动量子数 &相对波函数的归一化
条件

% ( ! % (! !（ ! ) - " - ) "）%’，

! ! "，#，⋯；" ! $，% "，% #，⋯，% !，（"*’）

"
0

$

- * (! - # 456（7"# ."
#
(! ##

#（"(! #）- " -

8!
!

& ! $
)&（"(! #）& 456 . "

#"
#
(! #( )#

#
, # ! "/ （"*+）
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3/ 离子的平衡距离

对于共面的两离子系统，当外场作用力和离子

间的库仑作用力达到平衡时，形成最稳定的结构 &设
两离子的平衡距离 #$，由方程（*+）知两离子间的相

对势函数 - ( !
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（"<）式说明 =’>?阱中，由于两离子间的库仑斥
力，这使离子间可分开一个距离，当考虑的两个离子

均为质子时，取’! "$@AB，#$ ! #/*$C远大于光波波长，

从而使量子逻辑操作的寻址访问单个离子成为可能 &

* / 质心的能谱

（9+）式表明在外场作用下，质心运动的能级与
质心运动的径向量子数 ,#1

和磁量子数 "1 的绝对

值有关，"1 ! $，% "，% #，⋯，% /，,#1
! $，"，#，⋯，

/
#或

/ . "
# （/ 为正整数），能级出现 0, ! / ) "重简

并，即 0, 个态所对应的能量都相同，存在 / ) " 重

能级简并，它说明了 =’>?阱中囚禁的两个离子的质
心运动满足二维各向同性谐振子的 12# 动力学对

称性 &在量子逻辑操作中，主要是对相应的量子态作
幺正变换，当整个离子阱内囚禁的离子被冷却到轴

振荡频率“量子极限”以下时，囚禁在阱中的所有离

子整体运动（质心运动）被量子化，运动的量子态对

应着质心振动正规模不同程度的激发，一般用声子

数态描述 &质心模式的零声子态和一个声子态形成
一个二维的 A7?+4(D空间，在离子阱量子计算中称做
第 / ) "个物理量子位，即量子比特的载体是一个
二能级的量子体系，故质心能级简并程度将影响到

以该系统为基础的量子信息处理与量子计算，在实

验中应加以考虑（在表 "中列出了较低的几条能级
简并度分析情况，并用图 "表示质心的能谱）&
当 ,#1

! $，"，#时，由（@）式和（9）式计算得质心

波函数为
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图 ( 质心的能谱

表 ( 几条低能级质心的能量本征值简并度

# $! （%!!，&!） ’%

" $% （"，"） (

( )$% （"，(），（"，’ (） )

) ,$% （"，)），（"，’ )），（(，"） ,

, .$% （"，,），（"，’ ,），（(，(），（(，’ (） .

. -$% （"，.），（"，’ .），（(，)），（(，’ )），（)，"） -

- 0$% （"，-），（"，’ -），（(，’ ,），（(，,），（)，(），（)，’ (） 0

0 1$% （"，0），（"，’ 0），（(，.），（(，’ .），（)，)），（)，’ )），（,，"） 1

1 2$% （"，1），（"，’ 1），（(，-），（(，’ -），（)，,），（)，’ ,），（,，(），（,，’ (） 2

由 3! 3 ) #〈! 3!〉可作出 %!!
# "，(，)时径向概率分布（见图 )、图 ,和图 .）4

2(,, 物 理 学 报 --卷



图 ! !" # $径向分布概率图（细实线 $%能级，虚线 &%能级，粗

实线 !%能级）

图 ’ !" # &径向分布概率图（细实线 $(能级，虚线 &(能级，粗

实线 !(能级）

图 ) !" # !径向分布概率图（细实线 $*能级，虚线 &*能级，粗

实线 !*能级）

+, 结论与讨论

通过对 -./0阱中共面的两离子体系的研究，考
虑囚禁在 -./0 阱中的两离子 -12.31%4567."4810097 量
子门 系 统 中 的 库 仑 关 联，得 到 两 离 子 系 统

:";7<*6=>97方程的精确解，椐方程的精确解，我们分
析了质心的能级简并情况，得出在外场作用下，质心

运动的能级与质心运动的径向量子数 "#"
和磁量子

数 !" 的绝对值有关，!" # $，? &，? !，⋯，? $，"#"

# $，&，!，⋯，$! 或
$ @ &
! （$ 为正整数），出现 %" # $

A &个态所对应的能量都相同，即存在 $ A &重能级
简并，它说明了 -./0阱中囚禁的两个离子的质心运
动满足二维各向同性谐振子的 &’! 动力学对称性 B
计算了两离子的平衡距离和低能级的几个态，画出

质心能级简并的能谱图，设计程序作出了 "#"
# $，&，

!质心径向概率分布 B
当前在冷阱束缚离子计算机中，$ 个离子经激

光冷却后，束缚到一个线性势阱或环形势阱中，以每

个离子自身的两态（内态和外态）作载体 B离子受到
势阱束缚势和相互间库仑排斥势的作用，在平衡位

置附近作微小振动，可用简正模描述，量子化后即用

声子描述 B其中频率最低的模称为质心模 B每个离子
可以用不同的激光束来控制，在激光束的作用下，离

子内态和离子集体振动的元激发4声子发生相互耦
合 B通过声子传递相互作用，可实现任意两个比特之
间的异或操作 B类似的想法还可以用来实现多比特
的量子逻辑门，但目前只有二比特的量子逻辑门得

到了具体的实验证实 B
上述实验说明囚禁离子系统是量子计算机物理

实现的基础系统之一，而在以冷离子系统为基础的

量子计算实验中，需要将运动初态冷却到基态［C，&)］B
能级结构将影响以该系统为基础的量子逻辑操作和

激光边带冷却等问题，值得在实验研究中加以考虑 B
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