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提出了一个含崩塌概率的一维沙堆模型，并用元胞自动机方法对该模型进行计算机模拟 * 结果表明在崩塌概

率 ! 从 & 到 ! 的变化过程中存在两个临界点 !! 和 !$ * 当 !! + ! + !$ 时模型具有自组织临界行为，并且系统在从平

凡行为到自组织临界行为之间有一个快速的转变 * 当模型具有自组织临界性时，这种自组织临界行为具有普适

性，两个临界指数分别是 !,%& - &,&$ 和 !,%. - &,!%* 该模型能够较好地解释一维米粒堆实验中出现的自组织临界

现象 *
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! , 引 言

自组织临界现象是广泛存在于自然与社会中的

一类现象，如雪崩，地震，股市崩盘等都可归纳为自

组织临界现象，这种现象最本质的特征就是在不调

控外界参数的情况下，系统会自动地演化到某个临

界状态，在这个状态下，事件发生的概率与事件本身

的规模成幂指数关系 * 自组织临界现象中最有名的

例子是沙堆演化［!］，考虑一个很平的台子，往上面缓

缓堆沙，每次只加一粒 * 起初，落下的沙粒就停在原

地，当我们继续加沙时，沙堆就变得越来越陡，这时，

再加上一颗沙子有可能会使部分沙粒发生崩塌，而

崩塌的沙粒又会引起别的沙粒也发生崩塌，依此类

推 * 我们把从第一颗沙粒崩塌开始到所有沙粒不再

崩塌的整个过程称为一次雪崩，在这个过程中崩塌

的沙粒数称为雪崩大小，记为 "，所持续的时间称为

弛豫时间，记为 #，随着沙粒的不断加入，沙堆变得

越来越陡，这时单个沙粒的倒塌可能会引起系统中

大量沙粒的倒塌，最终沙堆的坡度会达到某个固定

值，这时加入的沙粒的数量和从台子边缘落下的沙

粒的数量相等，并且此时雪崩发生的概率 $ 与雪崩

大小 " 和弛豫时间 # 满足幂律关系，即

$（"）" " B!， $（#）" # B" * （!）

!(.) 年 /6C 等人通过观察沙堆，做了一些简化之后

提出了著名的 /01 沙堆晶格模型［$］，考虑一个有 %
个晶格点的晶格，整数 &’ 代表 ’ 晶格点与相邻晶格

点的高度差，&A 代表临界高度差，也称为临界倾角，

当 &’# &A 时，’ 晶格点的沙粒会崩塌到与其相邻的

晶格点上，这种崩塌能够一直传递下去，直到所有晶

格点的高度差都小于 &A 为止 * 他们用元胞自动机

的方法在计算机上进行模拟，结果发现二维和三维

的沙堆系统具有自组织临界性质，而一维沙堆系统

不具备自组织临界性，/01 模型提出以后，很多人

在其基础上做了进一步的研究［"—!"］，同时，一些实验

也随之进行［!’，!%］，典型的一个是 !((2 年由 DEFGGF 等

人完成的工作［!%］* 他们用米粒代替沙粒，将米粒放

入两片平行且立于桌面的平行玻璃板间，玻璃板的

间距小于米粒的长度，这样米粒会因玻璃板的限制

而形成一个一维米堆，不断地将米粒加入玻璃板间，

随着米堆的增高会引起米粒崩塌，崩塌过程中若米

粒抵达边缘处，就会因崩塌而离开系统 * DEFGGF 等人

记录了每次雪崩影响的米粒数，结果发现圆米堆没

有自组织临界特性而长米堆则有自组织特性，显然，

一维 /01 模型不能解释这种现象，这说明一维 /01
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沙堆模型遗漏了真实沙堆的某些细节 ! 基于此，我

们对这一模型进行改进提出了一个含崩塌概率的新

的一维沙堆模型，并用元胞自动机方法对该模型进

行计算机模拟，研究其自组织临界性质，并用该模型

来解释米粒堆实验 !

" # 模型与模拟

!"# $模 型

图 $ 是一个长度为 ! 的一维沙堆模型，沙堆的

左边被一挡板挡住，右边是开放的，沙粒逐个沿着挡

板落下，因此沙粒只能从左往右崩塌，当沙粒超出边

界时便离开系统 ! 我们用 "# 表示位置 # 处的沙堆高

度，$# 表示位置 # 处的局域倾角，$# % "# & "# ’ $，若往

# 位置加入一颗沙粒，则有 $#! $# ’ $，$# & $! $# & $ &
$；若某时刻有一颗沙粒从 # 位置滑向 # ’ $ 位置，则

有 $#! $# & "，$# ’ $! $# ’ $ ’ $，$# & $! $# & $ ’ $；若沙粒

从右边界滑出系统，则 $!! $! & $，$! & $! $! & $ ’ $ !
崩塌判据：当 $# ( $) 时，沙粒不发生崩塌；当 $#

* $) 时，沙粒发生崩塌；当 $# % $) 时，沙粒以概率 %
崩塌（+ ( % ( $）!

图 $ 一维沙堆模型

!"! $模 拟

假设在 & 时刻 # 位置的一颗沙粒滑向 # ’ $ 位

置，此时 $# ’ $，$# & $，$# 均发生了变化，那么 & ’ $ 时刻

这三个位置的沙粒都会按前面规定的崩塌判据进行

演化 ! 若 # 位置在 & 时刻不发生崩塌，那么在 $# 不

变的情况下这种稳定状态将能够保持下去 ! 若 & 时

刻沙堆中有多个位置满足崩塌条件，那么这些沙粒

应同时崩塌 ! 起初所有位置的沙粒高度都为零，然

后沿着左边的挡板逐个加入沙粒，添加沙粒的过程

中会伴随着大小不等的雪崩，只有当前一次雪崩结

束时才允许继续添加下一颗沙粒，在沙堆达到临界

状态之后再加入 $+, 颗沙粒，我们把临界倾角定为

"，把沙粒从一个位置运动到与其相邻位置所经历的

时间当作一个时间单位，记录每加一颗沙粒引起的

雪崩大小和弛豫时间，统计不同雪崩大小和弛豫时

间的分布情况，并计算平均弛豫时间〈’〉!

〈’〉% "
(

# % $
’# -(， （"）

( 为沙堆达到临界状态之后继续加入的沙粒数，’#

为加入第 # 颗沙粒的雪崩弛豫时间 ! 模拟过程中采

用元胞自动机方法，这样可以很好地处理沙堆演化

过程中多粒子并行运动问题 !

. # 结果与讨论

在具体的模拟过程中可以改变崩塌概率和系统

大小，对于每组条件都模拟 "+ 次，然后对这 "+ 个样

本作平均，每个样本都是在系统演化到临界状态之

后再加入 $+, 颗沙粒进行模拟，统计雪崩大小和弛

豫时间的分布情况，同时计算出平均弛豫时间 !

%"# $崩塌概率对平均弛豫时间的影响

由图 " 可以看出当 % ( +#+/ 或 % * +#01 时，

〈’〉的变化非常显著，我们把这两个点称为临界点，

用 %$ 和 %" 表示 ! 在 %$ ( % ( %" 时，〈’〉保持稳定 !

图 " 平均弛豫时间随崩塌概率的变化趋势，! % ,+

%"! $崩塌概率不同时雪崩大小和弛豫时间的分布情况

图 .（2）展现了沙堆达到临界状态后雪崩大小

的分布情况，（3）为弛豫时间的分布情况 ! 我们发现

大雪崩发生的概率很小而小雪崩发生的概率很大，
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并且 它 们 呈 幂 指 数 关 系 !（ "）! " !!，! " #$%&
’ &$&(，弛豫时间与雪崩概率也体 现 了 这 种 关 系

!（#）!# !"，" " #$%) ’ &$#%，在 $# * $ * $( 时，这

种标度关系不会随崩塌概率 $ 的变化而变化 + 在 $
* $# 或 $ , $( 时，这种标度关系不再成立，其数值

模拟结果如图 - 所示 +

图 . （/）崩塌概率不同时雪崩大小的分布情况，% " 0&；（1）崩塌概率不同时弛豫时间的分布情况，% " 0&

图 - （/）崩塌概率取临界值时雪崩大小的分布情况，% " 0&；（1）崩塌概率取临界值时弛豫时间的分布情况，% " 0&

图 % （/）系统大小不同时雪崩大小的分布情况 $ " &$%；（1）系统大小不同时弛豫时间的分布情况 $ " &$%

!"! #系统大小不同时雪崩大小和弛豫时间的分布情况

图 % 主要考察系统大小对以上两种分布关系的

影响，（/）为系统大小不同时雪崩大小分布的情况，

（1）为系统大小不同时弛豫时间的分布情况 + 从图

中可以看出雪崩大小和弛豫时间的分布都服从幂律
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标度关系，并且这种标度关系不随系统大小的变化

而改变 !

!"# $讨 论

在真实的米粒实验中［"#］，长米有自组织临界

性，而圆米则没有，合理的解释是米粒实验中，圆米

只有一种构型，并且在 ! $ !% 时崩塌概率为 "，这正

好与一维 &’( 模型一致，所以不会出现自组织临界

现象；而长米则不同，它具有两种构型，分别是竖直

构型和水平构型，当米粒处于竖直构型时，局域倾角

达到 ) 便立即崩塌，而米粒处于水平构型时，只有当

局域倾角大于 ) 时才崩塌，因为米粒的两种构型各

占有一定的比例，若米粒的竖直构型以概率 " 出

现，那么当米堆某位置的局域倾角达到 ) 时会以概

率 " 发生崩塌，这正好与我们的模型一致，所以长

米粒堆具有自组织临界性 !

* !结 论

在本文的沙堆模型中，当 # 取 + 或 " 时，又转化

成了一维 &’( 沙堆模型，此时沙堆不具有自组织临

界性，而当 #" , # , #) 时，沙堆具有自组织临界性，

而且此时这种性质不会随 # 与 $ 的变化而改变，这

体现了一定的普适性 ! 在 + , # , #" 与 #) , # , "
时，沙堆处于一种过渡阶段，此时也不会出现自组织

临界现象，通过这个阶段沙堆实现了从无自组织临

界性到有自组织临界性的转变，且这种转变的速度

非常快 ! 自组织临界性的概念提出以后，人们对这

种现象给予了极为高度的关注，并且已经在各个不

同的领域对其进行了研究［"-—".］，本文的结论揭示了

一条新的通往自组织临界性的途径，这为人们进一

步研究自组织临界现象提供了新的视角 !
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