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研究带附加项的广义 )*+,-./0系统的 12,对称性的定义和判据，给出系统 12,对称性为 3,2对称性的充分必要
条件 4 通过 3,2对称性间接导出具有 12,对称性且带有附加项的广义 )*+,-./0系统运动微分方程的 )/5+*0守恒
量 4 举例说明结果的应用 4
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!国家自然科学基金（批准号：!’6%#’(6）和江南大学 #!!工程（批准号：’’’##$&）资助的课题 4

" 78+*,-：5-9’: ;,0*4 </+

! = 引 言

近代分析力学理论在近代物理学领域日趋重

要，发展极为迅速［!—$］4 对称性与守恒量理论是数
学、物理学，特别是近代分析力学理论的重要研究领

域 4 对称性主要有 >/2.?2@ 对称性［(—!#］、3,2 对称
性［!!—!%］和 12,对称性［!!，!#，!A—#6］三种，相应的守恒量
为 >/2.?2@ 守恒量［!’，!6，!$］、)/5+*0 守恒量［!A，#$，#(］和
12,守恒量［!!，!#，#&］4
自 #’世纪 (’ 年代以来，广义 )*+,-./0 系统理

论飞速发展 4 但是，有一些实际问题常常不能用广
义 )*+,-./0 系统表达 4 例如，刚体在外力矩作用下
定点转动问题的微分方程，必须在 7B-2@情形的广义
)*+,-./0方程中添加一个附加项，这就成为带附加
项的广义 )*+,-./0系统了 4 本文讨论带附加项的广
义 )*+,-./0系统 12,对称性的定义和判据，给出 12,
对称性为 3,2对称性的充分必要条件，进而通过 3,2
对称性，间接求出具有 12,对称性且带有附加项的
广义 )*+,-./0系统运动微分方程的 )/5+*0守恒量 4

# = 系统 12,对称性的定义和判据

给广义 )*+,-./0系统的运动微分方程
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右端增加一个附加项 &"，可得带附加项的广义

)*+,-./0系统的运动微分方程如下：
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式中 #"$ C #"$（!），满足 #"$ C E #$"和下列方程：

#"(
!#$)

!!(
D #$(

!#)"

!!(
D #)(

!#"$

!!(
C ’

（ "，$，( C !，⋯，’）4 （#）
方程（!）中的 % C %（ *，!）和 &" C &"（ *，!）是两个动
力学函数，% 是 )*+,-./0函数，&"是广义 )*+,-./0系
统的附加项 4 设有无限小变换

*! C * D!"’（ *，!），

!!"（ *!）C !" D!""（ *，!），
（6）

式中，!为一无限小参数，"’，"" 为无限小生成元 4
在（6）式变换下，动力学函数 % 和 &"成为 %!（ *!，

!!）和 &!"（ *!，!!），即

%! C % D!F（’）（%）D +（!#），

&!" C &" D!F（’）（&"）D +（!#），
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式中
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如果用（$）式中变换后的函数 %!和 &!" 代替
方程（!）中变换前的函数 % 和 &"，方程的形式保持

不变，则称方程（!）的这种对称性为带附加项的广义
)*+,-./0系统的 12,对称性 4
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根据上述定义，有
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将（%）式代入（$）式，忽略!& 及更高阶小量，利用方

程（’）可得如下判据方程：
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于是，可得带附加项的广义 *+,-./01 系统的 23- 对
称性判据：如果无限小生成元"(，"" 满足判据方程

（)），则相应的对称性为带附加项的广义 *+,-./01系
统的 23-对称性 #

4 5 系统 23-对称性与 6-3对称性的关系

方程（’）的 6-3对称性确定方程为
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因此方程（8）可改写为
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如果系统 23-对称性的无限小生成元"(，"" 满

足（’(）式，则它也是 6-3对称性的 # 为研究带附加项
的广义 *+,-./01系统 6-3对称性与 23-对称性的关
系，将（’(）式展开，得
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再将方程（)）展开，得
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将（’’），（’&）式相减，得
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于是，有如下结论：对于带附加项的广义 *+,-./01系

统的运动微分方程（’），6-3对称性为 23-对称性的
充分必要条件是无限小生成元"(，"" 满足条件

（’4）式 #

% # 6-3对称性导致的 *0:,+1守恒量

将方程（’）改写成如下形式：
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式中
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取时间不变的特殊无限小变换
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在（’$）式的无限小变换下，（’%）式的 6-3 对称性确
定方程如下：
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如果无限小生成元"" 满足方程（’)），并且存在一个
函数$!$（ (，!），使
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成立，那么就存在方程（’）的 *0:,+1守恒量
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; #23-对称性导致的 *0:,+1守恒量

通过上述讨论可知，对于有附加项的广义

*+,-./01系统，如果 23-对称性为 6-3对称性，便可
按第 %节中论述的利用 6-3对称性求 *0:,+1守恒量
的方法，间接求得方程（’）的 *0:,+1守恒量 #

$ 5 算 例

判断下述运动微分方程是否存在 *0:,+1 守
恒量：
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方程（!"）中 ! 为常数 # 系统的 $%&’()*+函数
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注意到 $%& , . $&%，由方程（"），（!"）和（!!）可得
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方程（!"）的附加项为
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（!4）式有如下解：
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将（!5），（!2）式分别代入 )（/）（"），)（/）（’%）并经运

算后得
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显然，生成元（!5），（!2）式满足带附加项的广义
$%&’()*+系统 78’对称性的判据方程（2）# 因此，与
其相应的对称性为带附加项的广义 $%&’()*+系统的

78’对称性 # 又由于诸无限小生成元是 9’8 对称性
确定方程的解，所以 78’对称性也是 9’8对称性的 #
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将（!:）式代入（":）式，得
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（0/）式的解为

# , 8;< .!!#" 3( )( # （0"）

由于#为（":）式的解，所以方程（!"）存在 $*=&%+守
恒量 # 将（!2），（0"）式代入（!/）式，得

*$ , !!#%
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*$ 即为所求（!"）式的 $*=&%+守恒量 #

2 #结 论

本文研究了带附加项的广义 $%&’()*+ 系统的
78’对称性 # 给出了带附加项的广义 $%&’()*+系统
78’对称性的定义和判据 #讨论了系统 78’ 对称性
为 9’8 对称性的充分必要条件 #阐述了在 78’ 对称
性为 9’8对称性情况下，利用 9’8对称性来间接求得
带附加项的广义 $%&’()*+ 系统运动微分方程的
$*=&%+守恒量的方法 #推广了广义 $%&’()*+ 系统
78’对称性的工作 #

感谢梅凤翔教授对本文工作给予悉心指导和帮助 #

［"］ 78’ @ A，BC’ D E，FC%+G H @ +( ,- "::5 ./0,1%23 45 6%7!8455

9/3(+13（ I8’=’+G： I8’=’+G J+?)’)%)8 *K L8>C+*(*GM NO8??）（ ’+

EC’+8?8）［梅凤翔、史荣昌、张永发等 "::5 I’OPC*KK系统动力学

（北京：北京理工大学出版社）］

［!］ 9Q* B R "::5 $ # 6+%&%0: *03( # ;+2804- # !"（B"）"41（’+ EC’+8?8）

［罗绍凯 "::5 北京理工大学学报 !"（B"）"41］

［0］ S’% 9 T !//0 <2(, =8/3 # 9%0 # #$ "/0:（’+ EC’+8?8）［贾利群 !//0
物理学报 #$ "/0:］

"0606期 贾利群等：带有附加项的广义 $%&’()*+系统的 78’对称性



［!］ "#$%& ’ (，)* + ,，,- . / 0112 !"#$ %&’( 3 )*+ 3 !" 2244（ -%

5#-%$6$）［郑世旺、傅景礼、李显辉 0112 物理学报 !" 2244］

［2］ 78$9#$: ; 4<4= ,$"&- 3 !.$/ 3 0*(( 3 12##*+34+ 3 5$#& 3 %&’( 3

#!0>2
［?］ @*AB%8C-DE F 4<=? !"#$ 54"& 3 $! ?>
［G］ ,-* H 4<<4 )"* 3 6&*+ 3 %" !4<
［=］ I$- ) .，,-* H，,*8 J 4<<4 !/7$+"4/ !+$8’#*"$8 54"&$+*"(
（F$-A-%&：F$-A-%& K%69-9*9$ 8L M$D#%8N8&O P:$66）（-% 5#-%$6$）［梅凤

翔、刘 端、罗 勇 4<<4 高等分析力学（北京：北京理工大学

出版社）］

［<］ ,- " P 4<<> 68$((*"$8 $+/ 9:$+#:; <’+$;*"( => 6=+(#-$*+4/ )’(#4;(

$+/ ?&4*- )’;;4#-*"$8 %-=@4-#*4(（ F$-A-%&：F$-A-%& P8NO9$D#%-D

Q%-C$:6-9O P:$66）（-% 5#-%$6$）［李子平 4<<>经典和量子约束系

统及其对称性质（北京：北京工业大学出版社）］

［41］ I$- ) . 4<<< !@@8*"$#*=+( => A*4 1-=:@( $+/ A*4 !834B-$( #=

6=+(#-$*+4/ 54"&$+*"$8 )’(#4;(（ F$-A-%&： ’D-$%D$ P:$66）（ -%

5#-%$6$）［梅凤翔 4<<< 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）］

［44］ ,*8 ’ R 011> !"#$ %&’( 3 )*+ 3 !& 0<!4（ -% 5#-%$6$）［罗绍凯

011> 物理学报 !& 0<!4］

［40］ ,*8 ’ R 011! !"#$ %&’( 3 )*+ 3 !% 2（-% 5#-%$6$）［罗绍凯 011!物

理学报 !% 2］

［4>］ "#B8 J J，I$- ) . 4<<< )’;;4#-*4( $+/ C+7$-*$+#( => 54"&$+*"$8

)’(#4;(（F$-A-%&：’D-$%D$ P:$66）（-% 5#-%$6$）［赵跃宇、梅凤翔

4<<<力学系统的对称性与守恒量（北京：科学出版社）］

［4!］ ,*9STO I 4<G< D 3 %&’( 3 !：5$#& 3 14+ 3 ’& <G>
［42］ "#B8 J J 4<<! !"#$ 54"& 3 )*+ 3 &$ >=1（ -% 5#-%$6$）［赵跃宇

4<<! 力学学报 &$ >=1］

［4?］ I$- ) . 0111 !"#$ 54"& 3 ’"’ 4>2
［4G］ "#B%& J，I$- ) . 0111 6&*+ 3 )"* 3 E:88 3 "! 4>2!
［4=］ /8AUB% ’ V 4<<0 D 3 %&’( 3 !：5$#& 3 14+ 3 &! ,0<4
［4<］ "#B%& J 0110 !"#$ %&’( 3 )*+ 3 !’ !?4（-% 5#-%$6$）［张 毅 0110
物理学报 !’ !?4］

［01］ I$- ) . 0111 D 3 E4*F*+3 C+(# 3 ?4"&+=8 3 ( 401
［04］ (B%& ’ J，I$- ) . 0114 6&*+ 3 %&’( 3 ’) >G>
［00］ )B%& + /，JB% . /，5#$% P ’ 011> !"#$ %&’( 3 )*+ 3 !& 42?（-%

5#-%$6$）［方建会、闫向宏、陈培胜 011> 物理学报 !& 42?4］

［0>］ (B%& ’ J，I$- ) . 0110 D 3 E4*F*+3 C+(# 3 ?4"&+=8 3 && 4><（ -%

5#-%$6$）［王树勇、梅凤翔 0110 北京理工大学学报 && 4><］

［0!］ I$- ) . 011> D 3 D*$+3G* ,=-; 3 H+*7 3 &* 4<>
［02］ ,*8 ’ R，I$- ) . 011! !"#$ %&’( 3 )*+ 3 !% ???（-% 5#-%$6$）［罗

绍凯、梅凤翔 011! 物理学报 !% ???］

［0?］ I$- ) . 011! )’;;4#-*4( $+/ 6=+(4-74/ 9:$+#*#*4( => 6=+(#-$*+4/

54"&$+*"$8 )’(#4;(（F$-A-%&：F$-A-%& K%69-9*9$ 8L M$D#%8N8&O P:$66）

（-% 5#-%$6$）［梅凤翔 011! 约束力学系统的对称性与守恒量

（北京：北京理工大学出版社）］

!"# $%&&"’(% )* +","(-.#/"0 1-&#.’), $%$’"&$ 2#’3
-00#’#),-. ’"(&$!

+-B ,-WX*%4）Y "#$%& ’#-W(B%&0）

4）（6=88434 => )"*4+"4，)=:#&4-+ I$+3#J4 H+*74-(*#’，0:G* 04!400，6&*+$）

0）（<4@$-#;4+# => %&’(*"( $+/ C+>=-;$#*=+ K+3*+44-*+3，)&$+3L*: ?4$"&4-( 6=88434，)&$+3L*: !G?111，6&*+$）

（Z$D$-C$[ 00 78C$U\$: 0112；:$C-6$[ UB%*6D:-]9 :$D$-C$[ 02 V]:-N 011?）

V\69:BD9
M#$ [$L-%-9-8% B%[ 9#$ D:-9$:-8% 8L I$- 6OUU$9:O 8L &$%$:BN-S$[ /BU-N98% 6O69$U6 ^-9# B[[-9-8%BN 9$:U6 -6 69*[-$[ -% 9#-6

]B]$:3 V %$D$66B:O B%[ 6*LL-D-$%9 D8%[-9-8% L8: I$- 6OUU$9:O 8L 6O69$U6 98 \$ ,-$ 6OUU$9:O -6 &-C$%3 M#$ /8AUB% D8%6$:C$[
_*B%9-9O L8: 9#$ [-LL$:$%9-BN $_*B9-8% 8L U89-8% 8L &$%$:BN-S$[ /BU-N98% 6O69$U ^-9# B[[-9-8%BN 9$:U6 \$-%& I$- 6OUU$9:O DB% \$
[$[*D$[ -%[-:$D9NO \O ,-$ 6OUU$9:O 3 V% $‘BU]N$ -6 &-C$% 98 6#8^ 9#$ B]]N-DB9-8% 8L 9#-6 :$6*N9 3

#+,-./01：B[[-9-8%BN 9$:U6，&$%$:BN-S$[ /BU-N98% 6O69$U，I$- 6OUU$9:O，/8AUB% D8%6$:C$[ _*B%9-9O
2344：1>01

!P:8A$D9 6*]]8:9$[ \O 9#$ 7B9-8%BN 7B9*:BN ’D-$%D$ )8*%[B9-8% 8L 5#-%B（a:B%9 783 41>G012>）B%[ 044 ;%&-%$$:-%& 8L ’8*9#$:% JB%&9S$ Q%-C$:6-9O，5#-%B
（a:B%9 783 11100!?）3

Y ;WUB-N：AN_1b 6-%B3 D8U

0>=> 物 理 学 报 22卷


