
非完整系统 !"#$%#&动力学和 &%’()(*+,
动力学的等价条件!

郭永新!）" 赵 #） 刘世兴!） 王 勇$） 朱 娜!） 韩晓静!）

!）（辽宁大学物理系，沈阳 !!%%$&）

#）（沈阳药科大学基础学院，沈阳 !!%%!&）

$）（广东医学院基础学院，东莞 ’#$(%(）

（#%%&年 $月 )日收到；#%%&年 $月 #%日收到修改稿）

就一般非完整约束系统，从约束方程满足的变分恒等式出发，利用增广位形流形上的向量场定义三类非自由

变分，即非完整变分：*+,-.-/01变分、234567变分、89:4-*变分，并讨论它们之间的关系以及它们成为自由变分的充
要条件 ;利用非完整变分以及相应的积分变分原理建立两类动力学方程：*+,-.-/01方程和 <-9=>方程或 ?>+@4AB0.
方程 ;通过 *+,-.-/01方程分别与 <-9=>方程和 ?>+@4AB0.方程比较，得到它们具有共同解的两类充分必要条件 ;这些
条件并不是约束的可积性条件 ;
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! J 引 言

非完整系统是一类广泛存在于物理学、力学以

及工程领域中的动力学系统，这类系统与任何其

他动力学系统相比具有一个显著的特点，即它

具有两种不等价的动力学模型：?>6=+6*模型［!—!#］和
*+,-.-/01模型［!$—!’］;这两个模型中的 *+,-.-/01 模
型是完整约束系统自由变分下 2+/04=-.作用量原理
对非完整约束系统的直接推广；而对于 ?>6=+6* 模
型，无论是采用 K’L46/M67=EF+B7+.B6原理还是 234567
积分变分原理，无论是采用 89:4-* 变分还是采用
234567变分，都满足如下三个基本条件：牛顿力学定
律、理想约束假设和 ?>6=+6*条件 ;第一个条件是物
理规律，必须满足 ;后两个条件对于完整约束系统自
然容易满足，而在此处是一种对非完整系统的推广，

其中 ?>6=+6*条件是一种自然的几何条件，它表现了
约束所规定的系统状态空间的直和分解，而理想约

束假设和直和分解（?>6=+6*条件）的结合又进一步
确定了约束力的形式［!&］;

非完整系统两种模型并存这一事实在国内外曾

经引起过激烈争议［!)，!(］，这些争议深化了对非完整

系统的认识 ;事实上，这两种动力学不是完全对立
的，它们构成了非完整系统的矛盾统一体，对这两种

动力学的比较研究已经成为非完整系统动力学的焦

点问题之一［!N—#$］;非完整约束系统这两种模型并存
的局面恰恰说明，将完整系统的动力学理论推广到

非完整系统的方法并不是自然的，也说明非完整约

束的实现方式并不是惟一的，“理想约束”和极值原

理都仅仅是力图沿用完整约束系统直观认识的一种

理想选择 ;
近十年来，两种动力学模型的对比研究集中表

现在三个方面 ;第一是数值实验［!N］，对比同一个非
完整系统两种动力学模型的数值结果，确定其倾向

性 ;第二是采用几何动力学方法［#%—##］，研究两种动
力学的几何构造，这种方法在给出两者几何关系上

是非常深刻和直观的 ;第三是基于非完整变分法和
约束的可积性分析来讨论两种动力学模型的等价性

问题［#，!)，!(，#$］，这种方法因为它沿用了完整系统的研

究方法而最易被理解和接受 ;有的文献也讨论了非
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完整系统的两种动力学的不变性和协调性问

题［!"，!#］$但是，目前采用这个方法对非完整变分运算
的理解以及关于两种动力学模型等价性所得到的结

论还不够准确 $基于这一考虑，本文在深入讨论非完
整变分运算的基础上，研究两种动力学模型具有共

同解的充分必要条件，并给出实例加以佐证 $
为方便起见，文中采用爱因斯坦求和约定，并对

指标取值范围作如下规定：!，" % !，&，⋯，#；$，%，&
% ’，!，⋯，#；!，"，# % !，&，⋯，’ ( #；$，% % ’，!，
⋯，’；&，’% ’ ) !，’ ) &，⋯，# $

& * 不可积微分约束下的非完整变分

设力学系统的位形流形是一个 # 维光滑流形
(，｛)!｝是其局部坐标，相应的广义速度表示为｛*!｝$
该系统的增广位形空间可以用流形 + 或 , + ( 来
表示，而相应的状态空间则可以用 !,射丛 -! + 或接
触流形 , + .( 来表示 $
设 /) 和 /—) 为连接+ 上两个固定点 )!

! 和 )!
& 的

光滑曲线，考虑一个双参数函数 )!（ 0，&）! 1&，它

满足

)!（ 0，’）% )!（ 0），
)!（ 0，!）% )— !（ 0）；

)!（ 0!，&）% )!
!，

)!（ 0&，&）% )!
& $

我们用如下标记来分别表示沿任意路径的微分和路

径的变分：

-)! %!0)!（ 0，&）- 0 " *! - 0， （!.）

")! %!&)
!（ 0，&）-&" 2! -&$ （!/）

要求变分向量场 2!（)!，0）!, + .)( 满足固定端点
条件

")$
0!，&

% ’，

2$
0!，&

% ’ $
（&）

假设系统受到（ # 0 ’）个独立的一阶非完整
约束

3’（ 0，)!，*!）% ’， （1）
则该系统的自由度为 # 0 ’ $如果用 4* 和 42 表示

沿向量场 * 和 2 的导数，则容易验证变分 2! 和 42

满足如下变分恒等式：

423’ )!3’
!*!
（4*2! 0 42*!）0 4*

!3’
!*! 2( )!

%［ 3’］!2!， （"）

式中，

［ 3’］! % !3’
!)! 0 4*

!3’
!*( )! ，

并且要求 4*（4&）% ’$当约束可积时，下述三个条件
可以同时满足：

423’ % ’， （2.）

42*! 0 4*2! % ’， （2/）

4*
!3’
!*! 2( )! % ’$ （23）

此时的变分是自由变分 $条件 2（.）式表明约束方程
沿着变分向量场不变，说明轨道的变轨也满足约束

条件；条件（2/）式表示的微分运算与变分运算对易
关系定义了对速度的变分，说明在流形 + 上向量场
*和 2 的积分曲线可形成闭合的坐标网；条件（23）
式表示约束对流形 -! + 的直和分解关系

［!4］沿着运

行轨道保持不变，这也是约束对变分的限制条

件———5678.79条件沿着轨道保持不变的关系 $
除特殊情况外，一般的非完整约束系统不能同

时满足上述三个条件 $为此，可以定义下述三类非自
由变分运算 $
（!）9.:;<;=>3变分 $取

42 9 3’ % ’，

4*2!
9 0 42 9 *

! % ’，
（4）

则变分恒等式变为

4*
!3’
!*! 2

!( )9 % 0［ 3’］!2!
9 $ （#）

（&）?@A-7B变分 $令
4*2!

? 0 42 ? *
! % ’，

!3’
!*! 2

!
? % ’，

（C）

则变分恒等式简化为

42 ? 3’ %［ 3’］!2!
? $ （D）

（1）EFGA;9变分 $设
42 E 3’ % ’，

!3’
!*! 2

!
E % ’，

（!’）

则变分恒等式为

!3’
!*!
（4*2!

E 0 42 E *
!）%［ 3’］!2!

E $ （!!）

我们称上述三类非自由变分为非完整变分 $由
此可见，三种非完整变分等价的充分必要条件是

［ 3’］!2! % ’$ （!&）
由于 2! 不独立，该条件不等价于［ 3’］! % ’$尽管对
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于某些可积约束系统，［ !!］" ! "成立，但是［ !!］" !
"既不是约束可积的充分条件，也不是约束可积的
必要条件 #关于约束的可积性与非完整变分之间关
系将另文研究 #
如果采用下述微分约束显示：

!! ! #! $"!（ $，%"，##）! "， （%&）
变分恒等式（’）变换为

&’—（#! $"!）( &#’
—! $ &’— #! $!"

!

!##
（&#’
—# $ &’— ##）

$ &# ’—! $!"
!

!##’
—( )# ! $［"!］#’

—# $!"
!

!%$’
—$， （%’）

则条件（)）式相应地变为
&’—（ #! $"!）! "，（%)*）

&#’
—! $ &’— #! $!"

!

!##
（&#’
—# $ &’— ##）! "，（%)+）

&# ’—! $!"
!

!##’
—( )# ! "#（%),）

根据变分恒等式（%’），我们可以重新定义以下
三类非完整变分 #
（%）-*./0/12,变分 #

&’— -
（ #! $"!）! "， （%3*）

&#’
—!

- $ &’— - #! ! "，
（%3+）

&#’
—#

- $ &’— - ## ! "，

&# ’—!- $!"
!

!##’
—#( )- !［"!］#’

—#
- (!"

!

!%$’
—$

- #（%3,）

（4）56789:变分 #
&#’
—!

5 $ &’— 5 #! ! "，
（%;*）

&#’
—#

5 $ &’— 5 ## ! "，

’—!5 $!"
!

!##’
—#

5 ! "， （%;+）

&’— 5
（ #! $"!）! (!#’

—

5， （%;,）

式中，

(!# ! $［"!］# $!"
!

!%$
!"

$

!## #

（&）<=>7/-变分 #
&’— <
（ #! $"!）! "， （%?*）

’—!< $!"
!

!##’
—#

< ! "， （%?+）

&#’
—!

< $ &’— < #!

$!"
!

!##
（&#’
—#

< $ &’— < ##）! (!#’
—#

< # （%?,）

为了简化（%?）式，通常的做法是假设
&’— < ## $ &#’

—#
< ! "，

得到

&#’
—!

< $ &’— < #! ! (!#’
—#

< # （%@）

可以证明，对于线性约束系统，当约束可积时，

这样定义的三类变分等价 #

& ABC9D*9-模型和 -*./0/12,模型

非完整系统的动力学方程通常可以利用

E*F:*0F9乘子法，从积分变分原理求得 #但采用不同
的变分运算、不同的积分变分原理以及不同的乘子

法，将得到不同的运动微分方程 #

!"#" $%&’(’)*+方程

利用 E*F:*0F9乘子构造一个复合作用量，

! !!
$4

$%

［)（ $，%，#）(%$!$（ $，%，#）］8 $，（4"）

式中，%$ 是 E*F:*0F9乘子，) 是正规 E*F:*0F9 函数 #
我们要求这个作用量在 -*./0/12,变分下为零，从而
得到 -*./0/12,方程 #
一个任意的变分向量场 &’ 作用到上述作用量

!上，并利用了分部积分法和端点条件（4）式，得到

&’! !!
$4

$%

［)］" (%$［!$］" $ &#%$!
!$

!#( )" ’{ "

( !)
!#" (%$!

!$

!#( )" &’#" $ &#’( ) }" 8$，（4%）

式中，

［)］" ! !)
!%" $ &#

!)
!#( )" ，

［ !$］" ! !!$

!%" $ &#
!!$

!#( )" #

对于 -*./0/12,变分，&’ - #
" $ &#’"

- ! " #考虑 ’"
-

的独立性，得到 -*./0/12,方程

［)］" (%$［ !$］" $ &#%$!
!$

!#" ! "# （44）

如果采用微分约束显式

!$ ! #! $"
$（ $，%"，##）! "，

则

［ !$］! ! $!"
$

!%!
，

!!$

!#! !"$!，

［ !$］# ! $［"
$］
# #

（4&）

此时，-*./0/12,方程变为
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［!］! !"#!$
#

!"! ! #$"! " #， （$%&）

［!］% !"#［$
#］
% ’ #$"#!$

#

!$% " #( （$%)）

这组方程显然等价于

［!］! !"#!$
#

!"! ! #$"! " #， （$*&）

［!］% ’!$
#

!$%
［!］# ’"#%#% " #( （$*)）

对于嵌入约束的 +&,-&.,/函数

!0（ &，"’，"·%）" ! &，"’，"·%，$!（ &，"(，"·&( )），

不难验证如下关系：

［!］% ’!$
#

!$%
［!］# "［!0］% ’!$

#

!$%
!!0

!"# ’ !!
!$#%

#
%
，

（$1）
式中，

%#% " !［$
#］
% !!$

#

!"!
!$!
!$% (

将（$1）式代入（$*)）式，得到嵌入约束的 2&34.4567
方程

［!］! !"#!$
#

!"! ! #$"! " #，（$8&）

［!0］% ’!$
#

!$%
!!0

!"# ’ !!
!$# ’"( )# %#% " #(（$8)）

!"#"$%&’(&)动力学运动方程

利用 +&,-&.,/ 乘子法，考虑 9:;</- 变分下的
9&56;=4.变分原理

!
&>

&$

#) 9 ! ’"?#!
*#

!$’ )( )’ < & " #， （$@）

利用端点条件可以得到 A4B=C方程

［!］’ ’"?#!
*#

!$’ " #( （$D）

采用微分约束显式

*# " $! !$
#（ &，"’，$%）" #，

则

［!］! ’"?! " #， （E#&）

［!］% !"?#!$
#

!$% " #( （E#)）

将两个方程联立，得到

［!］% ’!$
#

!$%
［!］# " #( （E>）

将（$1）式代入（E>）式，得到嵌入约束的广义
FC&G;H,6.方程

［!0］% ’!$
#

!$%
!!0

!"# ’ !!
!$#%

#
% " #( （E$）

广义 FC&G;H,6.方程也可以运用 IBJ;42变分，从
如下的变分原理导出：

#)— I! "!
&$

&>

#)— I !
0 ’ !!
!$#%

#
%)
—%{ }I < & " #(（EE）

!"!" )(*+,+-./方程与 $%&’(&) 动力学方程解的
比较

首先，比较方程（$D）与（$$）(这两个方程一般不
等价，即没有共同解，除非满足如下条件：

（"?# ’ #$"#）!
*#

!$’ ""#［ *#］’ ( （E%）

这个条件是两种动力学方程有共同解的充要条件 (
（E%）式与 9:;</-变分或 IBJ;42变分缩并，可得

"#［ *#］’)’
9 " #，

"#［ *#］’)’
I " # (

（E*）

这个关系式既不是两种动力学方程有共同解的充分

条件，也不是三种变分运算等价的充分条件 (
另一方面，比较方程（E$）与（$8)），可得到嵌入

约束情况下两种动力学方程有共同解的充分必要

条件

"#%#% " #( （E1）
（E1）式也是 IBJ;42 变分下，非完整系统的 9&56;=4.
原理为稳定作用量原理的充分必要条件 (此结果与
文献［$］有所区别 (
对于可积微分约束，条件（E%）和（E1）式显然满

足，但它们并不要求约束的可积性，即约束的可积性

只是两种动力学方程等价的充分条件，而非必要条

件 (这个结论可以从仿射微分约束系统得到验证 (对
于线性约束，

$# " +#’（ &，"%，"!）$’ ’ +##（ &，"%，"!）

" +#(（""，"!）$( ( （E8）
条件（E1）式变为

"#（+#［%，(］ ’ +!［(+
#
%］，!
）$( " #( （E@）

条件

+#［%，(］ ’ +!［(+
#
%］，! " # （ED）

是约束可积的必要条件 (因此，当约束可积时，条件
（E@）式得到满足，两种动力学模型等价，反之不然 (
最后应当指出，等价性条件（E%）和（E1）式并不

要求在系统的全状态空间中成立，而是在系统的运

动轨线上成立即可，除非系统自然满足可积性或部

分可积性条件 (
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!" 算 例

例 ! 圆盘竖直滚动问题 #这是一个典型的
$%&’()*+,非完整系统运动问题 #选择如下广义坐标：
质心坐标（!，"），确定圆盘位置的方位角!以及描
述内部的转动角"#
为简单起见，设圆盘的质量为 -，则其 .&*/&,*0

量为

# 1 -
2（!·2 3 "·2）3 -

2（ $-"
·2 3 $2!

·2），

式中 $- 和 $2 代表转动惯量 #圆盘纯滚动时所受到
的非完整约束为

!·1（%456!）"
·
，

"·1（%6+,!）"
·
，

式中 % 为圆盘的半径 #取
&- 1"，
&2 1!，
&7 1 !，
&! 1 "，

则

’7
- 1 8（%6+,!）!

·
，

’7
2 1（%6+,!）"

·
，

’!
- 1（%456!）!

·
，

’!
2 1 8（%456!）"

·
，

.&*/&,*0乘子为

#7 1 !
!#
!(7 1（%456!）"

·
，

#! 1 !
!#
!(! 1（%6+,!）"

·#

将上述两式代入（79）式，容易验证它们满足

#7 ’7
- 3#! ’!

- 1 :，

#7 ’7
2 3#! ’!

2 1 : #
因此，做竖直纯滚动圆盘的运动方程的两种动力学

模型等价 #分别由两种模型所计算的运动微分方程
皆为

（%2 3 $-）"; 1 :，

$2!; 1 : #
例 " <’’0((=>&?0( 系统 #这类系统的位形坐

标取

&- 1 !，

&2 1 "，
&7 1 )，

.&*/&,*0函数

# 1 -
2 *（!·2 3 "·2 3 )·2）8 *+)，

系统受到非完整约束为

)·1 ,
- !·2 3 "·" 2 #

系统嵌入约束的 .&*/&,*0函数为

#@ 1 -
2 * - 3 ,2

-( )2（!·2 3 "·2 3 )·2）8 *+) #

简单计算后可得

［#］! 1 8 *!;，

［#］" 1 8 *";，

［#］) 1 8 *+ 8 *);，
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将这些关系分别代入 A5BC% 方程、D&E5,5?+4 方程、
$%&’()*+,方程，简化后可得到
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显然，这些方程满足
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由此可知，在系统的运动轨线上满足
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因此，条件（!"）式在系统的运动轨线上得到满足 #否则， 系统的两种动力学模型就不会有共同的运动方程 #
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