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对称性分析是自然科学研究中的重要方法之一 ) 利用对称性分析研究了一个描述两层流体体系的模型即耦
合 *+,-.,/方程的对称性 ) 利用对称性给出了这个模型的四种对称性约化并给出了这些约化方程的一些特殊的严
格解，如有理解、行波孤立子解和非行波孤立子解 )
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" 2 引 言

我们知道，自然界中存在着各种各样的对称性，

因此对称性研究是自然科学研究中的最常用也是最

有效的方法之一 ) 特别是在可积体系的研究中，由
于可积模型存在无穷多对称，对称性的研究显得尤

其重要［"］)
单个孤立子模型的研究已经相当完善 ) 近来耦

合的孤立子体系研究得到了人们普遍关注并发现了

许多新的现象［&］) 本文中我们将利用对称性方法来
研究可积的耦合 *+,-.,/方程的类似性质 )
单个 *+,-.,/方程

!" 3 !## 3 &!!# 4 % （"）
是非线性系统中最重要的模型之一 ) 许许多多实际
的非线性现象可以用 *+,-.,/ 方程来描述［!—5］) 近
来，一些推广的 *+,-.,/方程已经被提出并得到了深
入的研究［$—"&］)
本文研究 *+,-.,/方程的下述耦合推广：

$" 3 $## 3 &$$# 3 &%!!# 4 %，

!" 3 !## 3 &（$!）# 4 %)
（&）

显然，当 ! 4 %时，上述耦合 *+,-.,/系统（&）退化到
原 *+,-.,/方程（"）)
求解非线性可积系统有很多有效方法，其中最

重要的有反散射方法、双线性方法、*6789+:; 和
<=,>?+@变换方法、多线性分离变量法、对称约化方
法、形变映射方法和截断 A=B:9.CD分析方法［"!］等等 )
本文中，我们使用对称性约化来得到耦合 *+,-.,/方
程（&）)

类似于单个 *+,-.,/方程（"），耦合 *+,-.,/方程
（&）也可以被应用到许多物理领域 ) 例如，该模型可
以从二层不可压缩的无黏流体的欧拉方程组中推导

出来 )
本文用文献［"’］给出的李对称方法来研究耦合

*+,-.,/方程（&）的对称性并利用点李对称来研究耦
合 *+,-.,/方程（&）的对称性约化 ) 最后讨论一些耦
合 *+,-.,/方程（&）的严格解 )

& 2 耦合 *+,-.,/方程（&）的对称

耦合 *+,-.,/方程（&）的一个对称

!! ( )&’ （!）

定义为下述线性方程的解：

&" 3 &## 3 &（$&）# 3 &%（!’）# 4 %，

’" 3 ’## 3 &（&! 3 $’）# 4 %，
（’）

即耦合 *+,-.,/方程（&）是在变换
$ " $ 3"&，
! " ! 3"’

（#）

下形式不变的 )
根据文献［"’］提出的一般点李对称方法，（’）式

的一般点李对称具有下述形式：

& 4 ($# 3 )$" 3 *，

’ 4 (!# 3 )!" 3 +，
（(）

其中｛(，)，*，+｝为｛#，"，&，’｝的函数 )
将方程（(）代入（’）式并利用（&）式消去 $" 和

!"，然后取 $ 和 ! 的不同阶 # 导数的不同幂次的系
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数为零，可得到下述决定｛!，"，#，$｝的超定方
程组：

"% ! "& ! "’ ! !& ! !’ ! $&& ! $’’

! $&’ ! #&& ! #’’ ! #&’ ! "， （#）

$( $ $%% $ %’#% $ %&$% ! "， （&）

#( $ #%% $ %&#% $ %)’$% ! "， （’）

!( ( %&"( $ !%% $ %# $ %$%’ ( %)’$&

$ %&!% $ %’#’ ! "， （)"）

)’（"( ( $’ $ #& ( !%）( )$ ( #%’ ! "，（))）

’（"( ( !% ( #& $ $’）( $ ( $%& ! "，（)%）

"( ! %!%， （)*）

!( $ !%% $ %（# $ #%& ( ’#’ ( &"( $ )’$&）! "+
（),）

经过详细的求解可得上述超定方程组的一般结果为

! ! *) (% $ %*% ( $ *"， （)-）

" !（*) ( $ *%）% $ )) ( $ )"， （).）

# !（*) ( $ *%）& ( )
%（*) % $ ))），（)#）

$ !（*) ( $ *%）’ + （)&）

相应的对称为

! !
（*) (% $ %*% ( $ *"）&% $［（*) ( $ *%）% $ )) ( $ )"］&( $（*) ( $ *%）& ( )

%（*) % $ ))）

（*) (% $ %*% ( $ *"）’% $［（*) ( $ *%）% $ )) ( $ )"］’( $（*) ( $ *%）









’
（)’）

这些对称对应于空间平移不变性（｛*) ! *% ! )) !
)" ! "，*"!"｝、时间平移不变性（｛*) ! *% ! )) !
*" ! "，)"!"｝）、伽利略不变性（｛*) ! *" ! )) ! )"
! "，*%!"｝）、标度不变性（｛*) ! *" ! *% ! )" ! "，

))!"｝）和特殊 /012345变换不变性（｛*% ! *" ! ))
! )" ! "，*)!"｝）+

* 6 耦合 7489:85方程（%）的对称性约化

我们知道，一旦一个非线性系统的对称被发现，

人们就可以利用这个对称性来求得群不变解 + 即可
以求得在变换（-）式下的不变解 + 显然，要求得在变
换（-）式下的不变解必须要求

! ! "+
对于耦合 7489:85方程（%）的在点李对称变换下的解
即要求同时满足原方程和对称约束方程

（*) (% $ %*% ( $ *"）&% $［（*) ( $ *%）% $ )) ( $ )"］&(

$（*) ( $ *%）& ( )
%（*) % $ ))）! "，

（*) (% $ %*% ( $ *"）’% $［（*) ( $ *%）% $ )) ( $ )"］’(
$（*) ( $ *%）’ ! "+ （%"）

为此，我们需要首先求解方程组（%"），然后将所得结
果代入原方程（%）并将其约化为常微分方程 +
下面给出四种有意义的情况 +
情况 ! *) *" ( *%

%!" + 在此一般情况下，（%"）

式的一般解为

& ! +
*) (% $ %*% ( $ *" "

$
*) (%

%（*) (% $ %*% ( $ *"）
$
（*) )" *% ( %)) *%

% $ *) *" ))）( $ *"（ )" *) ( )) *%）

%（*) *" ( *%
%）（*) (% $ %*% ( $ *"）

，

’ ! ,
*) (% $ %*% ( $ *" "

， （%)）

式中 + 和, 为"的函数 + 将（%)）式代入（%）式即得

+ 和, 满足的约化方程

%+"" $ %（%+ ( *%"）+" $ ,),,"
$ *" *)" ( %*% + ! "， （%%）

,"" $ %（+,）" ( *%"," ( *% , ! "+ （%*）

情况 " *) *" ( *%
% ! "，*" *) *%!" +在此情况

下，（%"）式的一般解为

& !
+)

*% ( $ *"
$

*% %
%（*% ( $ *"）

$
*"（ )" *% ( )) *"）

%*%（*% ( $ *"）
% ，

’ !
,)

*% ( $ *"
，

# ! %%
*% ( $ *"

$
%)) *"

*%
%（*% ( $ *"）

$
*"（ )" *% ( )) *"）

*%
%（*% ( $ *"）

% ，

（%,）
式中 +) 和 ,) 为#的函数 + 将（%,）式代入（%）式即
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得 !! 和 "! 满足的约化方程

"## !!!! $ %（#!! & $! #’）!!! $ "$## "! "!!

& #’ ##（ $’ ## & $! #’）( ’， （#)）

### "!!! $ ###（!! "!）! $（### !! & $! #’）"! ( ’ *
（#+）

情况 ! ## ( ’，#! ( ’ * 在此情况下，（#’）式的
一般解为

% ( !# $
$! & $ $’
##’
，

’ ( "#，

" ( ( &
$! &# $ #$’ &

##’
，

（#,）

式中 !# 和 "# 为"的函数 * 将（#,）式代入（#）式即
得 !# 和 "# 的约化方程

##’ !#"" $ %#’ !# !#"

$ %$#’ "# "#" $ $! ( ’， （#"）

"#"" $ #（!# "#）" ( ’* （#-）
当 $! ( ’ 时，这种情况即为行波约化 *
情况 " #’ ( ## ( ’ * 在此情况下，（#’）式的一

般解为

% (
!.

& $
#! (& $ $! & $ $’

##! &#
，

’ (
".

& ，

# (
(
& $

$!
#! &

$
$’

##! &#
，

（.’）

式中 !. 和 ". 为#的函数 * 将（.’）式代入（#）式即
得 !. 和 ". 的约化方程

##! !.## $ %#! !. !.#

$ %$#! ". ".# & $’ ( ’， （.!）

".## $ #（!. ".）# ( ’* （.#）

%/ 约化方程的严格解

我们已经利用得到的对称性将偏微分方程约化

到了常微分方程，然而要求解这些常微分方程还是

相当困难的 *下面我们首先将方程组简化到单个方
程，然后给出一些特殊的解 *
对于第一种约化方程组，（#.）式的一般解为

! ( !
#"（ $# $ ##$" & "$）* （..）

将（..）式代入（##）式并积分一次可得到关于 " 的
约化方程

#""$$ & ."#
$ $ %$# "$ & %$"%

$（##
# & #’ #!）（ $. $$

#）"# & $## ( ’ * （.%）
（..）和（.%）式中的 $# 和 $. 为任意积分常数 *
非线性常微分方程（.%）的一般解尚无法用一般

的积分给出 *这里仅给出一个特殊的有理函数解

"（$）(
$# $.$

$. $ +$
#，

$#. ( .+
##

# & #’ #!
，

$## ( .+
$#. $

*

（.)）

相应地

!（$）($
（!"$. $ $#. ## $ +（+ $ $. ##）$

#）

#$.（$. $ +$
#）

，

$ (
.+( $ $#.［（$’ #! & $! ##）& $ $’ ## & $! #’］

.+ #! &# $ ### & $ #! ’

*

（.+）
对于第二种情况下的约化方程组（#+）和（#)），

可进一步简化为

!! ( &
"!!
"!

$
$#
"!

$
$! #’

###
， （.,）

""! "!!! & !#"#
!! $ !+$# "!! & %$"%

!

$［#’（ $’ ## & $! #’）! $ $.］"# & %$## ( ’，
（."）

式中 $# 和 $. 为任意积分常数 *

当取 $# ( ’ 和 $! (
$’ ##

#’
时，（."）式的解为非行

波孤立子解

"!（!）( & $% $. 0&
$! .![# $. $#) & %( )$

$ %$% $) $! . 0&
$! .!
# $ %$#% 0& $! . ]! &!

，

（.-）
! (

#（## ( $ $’）
（## & $ #’）

*

从而，!!（!）具有非行波扭结型孤立子结构，

!!（!） [( %$% $’ $) $! . 0&
$! .!
# $ $.（ $! . $ $’）（$#) & %$）

$ %$#%（$’ & $! .）0& $! . ] [! $.（$#) & %$）

$ %$% $) $! . 0&
$! .!
# $ %$#%0& $! . ]! &!

， （%’）

式中 $% 和 $) 为任意积分常数 *
对于第三种情况下的约化方程组（#-）和（#"），
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其简化形式为

!! " #
"!!
!"!

$
#!
"!
， （%&）

$’（!"! "!!! # ("!
!! $ )#! "!!

# %#"%
! # %#!!）$（ #( # !#&!）"

! " ’，（%!）
式中 #! 和 #( 为任意积分常数 *
类似地，当取 #! " ’ 和 #& " ’时，（%!）式的解是

以!" % #
#’
$’

& 为自变量的行波孤立子解

"!（!）" # #% #( +#
#! (!

! $! [’ #!, # &-##(

$ !#% #, $! ’ +#
#(
$!’
! $ $’ #!% +#!

#(
$!’ ]! #&

*

（%(）
而 !!（!）具有扭结型行波孤立子结构，

!!（!）" #! ( #!, # &-##( # #!% $’ +#
! #! (!
! $!( )’

[. $! (’ #!, # &-##( $ !#% #, $! ’ +#
#(
$!’
!

$ $’ #!% +#!
#(
$!’ ) ]!

#&

， （%%）

式中 #% 和 #, 为任意积分常数 *
第四种情况下的约化方程组（(!）和（(&）的简化

形式为

!( " #
"("

!"(
$

#!
"!
， （%,）

$&（!"! "("" # ("!
(" $ )#! "(" # %#"%

( # %#!!）

$（ #( # !#&"）"! " ’， （%-）
式中 #! 和 #( 为任意积分常数 *
类似地，当取 #! " ’ 和 #’ " ’时，（%-）式的解为

与（%(）式等价的行波孤立子解 *

, / 结 论

本文用文献［&%］提出的李对称方法研究了一个
新的耦合 0123+24方程的对称性，然后利用求变换
不变解的思想引入附加约束方程 * 利用同时求解约
束方程和原耦合 0123+24方程，得到了四种常微分方
程的约化 *从而使得偏微分方程的变换不变解可以
由求解这些常微分方程的解来得到 * 将约化方程进
一步简化后，在一些特殊的常数选择下给出了一些

严格解包括有理函数解、行波孤立子解和非行波孤

立子解 *
有关这些严格解的性质和可能应用有待于进一

步研究 *

感谢楼森岳教授的指导和讨论 *
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