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讨论了可积开边界条件下的非线性薛定谔模型，给出了其贝特本征态的内积和模长 )在此基础上得到了边界

场算子的形式因子 ) 这些结果均被表达成由谱参量的函数所构成的行列式 )
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" - 引 言

近年来，具有相互作用的玻色系统被广泛关注，

其主要原因是实验上对玻色.爱因斯坦凝聚（/01）

的观测［"，&］以及由此而引起的原子激光领域的研

究［(，$］) 这些实验所处理的系统都可以归结为具有

相互作用的玻色子系统 ) 在分子场理论框架下，

/01 可以转化为一维非线性薛定谔方程 ) 许多方法

被用来寻找各种非线性薛定谔方程的严格解［,—2］，

这些严格解对深入了解 /01 的行为非常重要，例如

在研究 /01 波包的干涉以及在排斥势中随时间变

化的原子间相互作用的 /01 的亮孤子的动力学等

等［%，"#］) 目前对这类系统的研究主要是在周期性边

界条件下，为了探索这类系统更加丰富的行为，有必

要在不同于周期边界条件下来研究玻色子模型 )
在量子可积系统的研究中，系统能谱和关联函

数的计算是两个重要而引起大家广泛关注的问题 )
利用量子反散射方法（3456），许多可积模型的谱和

本征态可被系统地构造出来［""，"&］) 但是，除了少数

在自由费米点的模型以及处理临界现象或无质量情

形的共形场，对许多可积模型而言，物理算子的关

联函数的计算依然是一个复杂的问题 ) 在 3456 中，

精确计算关联函数的一个有效途径是分析贝特本征

态的解析结构，特别是局域算子在贝特本征态上的

作用规律以及贝特本征态的内积和模长［"&—"$］)
在周期性边界条件下，许多模型的贝特本征态

的内积和模长可以被精确表达成谱参量函数所构成

的行列式［"&］) 行列式形式的优点是它有助于人们得

到关联函数所满足的非线性微分方程，并进而研究

其渐进行为 ) 在可积开边界条件下，利用可因式化

! 算子，""# 7 "
& 自旋链模型的贝特态的标量积和

模，依然可被表示成用谱参量函数所构成的行列

式［",］) 本文针对可积开边界条件下的非线性薛定谔

模型（+*5 模型），通过分析 +*5 模型和 """ 7 "
& 自

旋链模型的联系，我们将推导出贝特本征态的标积

和模以及边界处的局域场算子的形式因子 )

& -+*5 模型

周期性边界条件下 +*5 模型的哈密顿函数为
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!

:
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式中，!
:（ &）和!（ &）是厄米共轭的玻色算子，满足

正则对易关系

［!
:（&），!（(）］8"（& 7 (），

（&）
［!

:（&），!
:（(）］8［!（&），!（(）］8 #)

为了运用 3456，可定义如下单值矩阵：

)（#）8 ;<=
*#>$

*

+ 8 "
,（+#）
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,（*#）⋯,（& #）,（" #）) （(）

（(）式中的 ,（+#）是无限小间隔的量子 , 算子，
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这里，"是无限小间隔参量，% ! &"，离散化的算子

#" 定义为

#" ! "
""

’"

’"#"
#（’）)’ ’ （*）

由（(）式可知，(（!）在辅助空间可写为 % + % 矩阵

形式

(（!）!
)（!） *（!）

+（!） ,（!( )）
’ （,）

正则对易关系（%）式决定了单值矩阵（,）式中各矩阵

元之间的对易关系，这些对易关系可由 -./012.3456
关系来描述，

-（!，$）("（!）(%（$）! (%（$）("（!）-（!，$），

（7）

式中 - 是一数值矩阵，对于 89: 模型，

-（!，$）!

! #$ # $#
! #$ # $#
# $# ! #$

! #$ # $











#

’

（;）
这样的 - 矩阵是有理型的 ’ 关系式（7），（;）也适用

于一些其他模型，例如 ... # "
% 自旋链模型 ’ 因此，

虽然 89: 模型和 ... 模型的量子空间截然不同，但

是作用在其上的算子的对易关系却是相同的 ’
赝真空态 <〉及其对偶态〈< 可分别定义为算

子#和#
& 的 =>?@ 真空态，

# <〉! <，

〈< #
& ! < ’

（A）

可以验证 <〉和〈< 是算子 )（!），,（!）的本征态，

)（!）<〉! /&（!）<〉，

〈< )（!）!〈< /&（!），

,（!）<〉! 0&（!）<〉，

〈< ,（!）!〈< 0&（!），

*（!）<〉#<，

〈< *（!）! <，

+（!）<〉! <，

〈< +（!）#<，

/&（!）! 0&（#!）

! B$C
&$D

" # $!"( )%
&

! 53E # $!%( )% ’ （"<）

由（F），（(）式的定义，可知有下列共轭关系：

) &（!）! ,（!%），

* &（!）! +（!%）’
（""）

在可积开边界条件下，为保证其可积性，单值矩

阵被定义为［",］

1 4（!）! ( 4 ! & $#( )% 2 4
&（!）%3( #! & $#( )% %3

!
!（!） "（!）

#（!） $（!( )）
， （"%）

数值矩阵 2 G（!）称为反射矩阵，由边界 -./012.3456
关系确定，

-"%（#!" &!%）2 4"
&（!"）-"%（#!" #!% & $#）2 4%
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! 2 4%
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对 89: 模型，2 G（!&）的一个对角解为

2 G（!）!
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式中’G 分别是左右边界的边界参量 ’ 把 ( 的表达

式（,）代入（"%）式可知，可积开边界条件下的算子与

周期边界条件下的算子有如下关系：

!（!）! ! # $#
% & $’( )& )（!）,（#!）

& ! # $#
% # $’( )& +（!）*（#!），

#（!）! ! # $#
% & $’( )& *（!）,（#!）

& ! # $#
% # $’( )& ,（!）*（#!），

"（!）! # ! # $#
% & $’( )& )（!）+（#!）

# ! # $#
% # $’( )& +（!）)（#!），

$（!）! # ! # $#
% & $’( )& *（!）+（#!）

# ! # $#
% # $’( )& ,（!）)（#!）’

（",）
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由（!）和（"#）式，可证明单值矩阵 !（!"）如同反射矩

阵 " $（!）满足同样的边界 %&’()*&+,-. 关系（"#）式 /
矩阵元 !（!），"（!），#（!）和 $（!）之间的对易关

系可由边界 %&’()*&+,-. 关系（"#）式导出，例如，

"（!"）"（!0）1"（!0）"（!"），

!
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5 "（!"）$（!0），
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（!" 4 3#）0 4!0

0

!0
" 4!0

0
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$
3#（0!0 4 3#）

0!0（!" 4!0）
"（!"）$（!0）

4 3#
0!0（!" $!0）

"（!"）!
2
（!0）/

（"!）

为了形式上的对称，（"!）式中用 !
2
（!）1 0!!（!）

4 3#$（!）代替 !（!）/（"6）式中定义的 6〉依然是

算子 !
2
（!），$（!）的本征态，

!
2
（!）6〉1"（!）6〉，

〈6 !
2
（!）1〈6 "（!），

$（!）6〉1#（!）6〉，

〈6 $（!）1〈6 #（!），

"（!）6〉!6， （"7）

〈6 "（!）1 6，

#（!）6〉1 6，

〈6 #（!）!6，

"（!）1（0! 4 3#）! $ 3#
0 $ 3$( )$

5 -+8（4 3!$），

#（!）1 4 ! 4 3#
0 4 3$( )$ -+8（3!$）/

在 9:;< 中，开边界条件时的转移矩阵定义为

%（!）1 ,.6 !（!）" 4（!）/ （"=）

具体可写为

%（!）1 ! $ 3#
0 $ 3&( )4 !（!）

4 ! $ 3#
0 4 3&( )4 $（!）/ （06）

可积开边界条件下 >?; 模型的哈密顿函数可由（06）

式对!展开的系数得到

% 1"
&

6
［!’’

$!’’ $ #’
$
’

$
’’］@’

$$$’
$
’（&）$$4’

$
’（6）， （0"）

’
$
’（&），’

$
’（6）分别代表左边界和右边界处的反

射势 / 系统的共同本征态可由 "（!"）（或 #（!"））

产生

!"，⋯，!(〉1 #
(

"1 "
"（!"）6〉，

〈!"，⋯，!( 1〈6 #
(

"1 "
#（!"）/

（00）

作为本征态，（00）式中的谱参量｛!"｝必须满足 *-,A-
B’C&,D 方程（*BE），

4!" $ 3#
0 $ 3$( )4 4!" $ 3#

0 $ 3$( )$

!" $ 3#
0 $ 3$( )4 !" $ 3#
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(
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转移矩阵作用在这些本征态上的本征值为)，

%（*）!"，⋯，!(〉1)（*，｛!"｝）!"，⋯，!(〉，

〈!"，⋯，!(%（*）1〈!"，⋯，!( )（*，｛!"｝），

)（*，｛!"｝）1$
+1 G

0+* 4 3#
0+*

+* $ 3#
0 $ 3$( )4

5 +* $ 3#
0 $ 3$( )$ -+8（0+3*$）

5#
(
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［（+* $ 3#）0 4!0
"］

（*
0 4!0
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/
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因为态 H!"，⋯，!(〉和〈!"，⋯，!( 的特性相似，可引

进如下的厄米共轭关系，〈6 1 6〉$ / 由（""），（"I）

式可知，开边界条件下的算子有下列共轭关系：

"$（!）1 #（4!%），

!
2 $（!）1!

2
（4!%），

$$（!）1 4 $（4!%）/

（0J）

这样，若谱参量为纯虚数，则基矢的模方

〈6 #
(

) 1 "
#（!)）#

(

* 1 "
"（!* ）6〉

就成为实数 /

# K 贝特本征态的标积和模

由于 >?; 模型和 +++ 4 "
0 自旋链模型具有相
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同的 ! 矩阵，因此这两个模型中的贝特本征态产生

算子具有相同的交换关系 ! 在开边界条件下，我们

将由 """ " #
$ 自旋链模型贝特本征态的标积和模

推导出 %&’ 模型的贝特本征态的标积和模 ! 首先给

出 """ " #
$ 自旋链模型的一些基本性质 ! 对该模

型，在周期性边界条件下的单值矩阵依然可写为（(）

式 ! 其矩阵元之间的对易关系与 %&’ 模型一样，由

（)），（*）式确定 ! 不同之处在于 """ " #
$ 自旋链模

型的赝真空态是所有自旋向上（或向下）的铁磁态，

因此这两个模型的量子态空间不同 ! # 和 $ 算子作

用在赝真空态上的本征值分别为

#（!）+〉, %"（!）+〉，

$（!）+〉, &"（!）+〉!
（$(）

在可积开边界条件下，单值矩阵亦如（#$）式所定义 !
其矩阵元之间的对易关系与（#)）式相同 ! 系统的共

同本征态由 !（!）（或 "（!））产生，如（$$）式 ! 在文

献［#-］中，利用可因式化 ’ 算子，""" " #
$ 自旋链

模型的贝特本征态的标积可被直接计算出来，

〈+ !
(

", #
"（)"）!

(

* , #
!（ +*）+〉
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(

, , #

（$+, .#）

$+[ ] {, !
(

", #
（$)" .#）






/
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" " #

$# "$( ).

$

)$
" " #

$# "$( )"

$

/ %"（)"）%"（" )"）&"（)"）&"（" )"





） }#0$

/ #

!
"1%

)$
" " )$( )

% !
* 2 ,

+$* " +$( ),
345#"

"* !

（$)）

( / ( 矩阵#" 的矩阵元为

#"
", , #

)$
" " +$( ), "& {

, 6
&&+, "

#
$# .$( ).

/ &+, "
#
$# .$( )" %"（&+,）&"（"&+,）

/ !
(

%, #，#"
)$
% " &+, "( )#[ ] }$ ! （$*）

（$*）式中要求｛)"｝是 789 的解，｛+* ｝- 是一组任意

参量 ! 需要强调的是，对于 """ " #
$ 自旋链模型，

（$)）式仅仅依赖于：（#）算子 $（!），!（!），"（!）和

%（!）之间的对易关系 ! 这些关系完全被边界 :;<=>
7;?54@ 关系（#A）式所确定，亦即由数值矩阵 ! 和 . 6

所决定 !（$）量子算子 !（!）和 "（!）作用在赝真空

态 +〉上的本征值 ! 这些本征值最终由 ! 和 . 6 的

矩阵元以及周期边界条件下算子 !（!）和 "（!）在

赝真空态上的本征值所决定 !
因为 %&’ 模型和 """ 自旋链模型具有相同的

! 矩阵和 . 6 矩阵，所以 %&’ 模型中贝特本征态的标

积和模具有与（$)）式相似的结果，差别仅仅在于这

两个模型中量子算子 # 和 $ 作用在相应的赝真空

态上时具有不同的本征值 ! 由此，我们可以把（$)）

式中的 %"，&" 替换为（#+）式中的 %/，&/，并作参量

代换

#$B0，

$.$B$. ，

即可得到 %&’ 模型中贝特本征态的标积，

〈+ !
(

", #
"（’"）!

(

* , #
!（!*）+〉

, !
(

", #
（$’" " B0）

’
$
" . 0

$ .$( ).

$

’
$
" . 0

$ .$( )"











${ }
#0$

/ !
(

, , #

（$!, " B0
$![ ]

,

/ #

!
"1%
’" "’( )

% !
* 2 ,
!* "!( ),

345#"* !

（$C）

( / ( 矩阵#的矩阵元为

#", , " B0
’

$
" "!$( ), "& {

, 6
&&!, .

B0
$ . B$( ).

/ &!, .
B0
$ . B$( )" 4?D（" B&!, 1）

/ !
(

%, #，#"
’

$
% " &!, . B( )0[ ] }$ ! （A+）

若｛!*｝( 也为 789（$A）的解，相当于在（$C）式中取极

限!%$’%（ % , #，⋯，(），可 得 到 贝 特 本 征 态 的

模方，

〈+ !
(

", #
"（’"）!

(

%, #
!（’%）+〉
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$’%

( ""! & #!
% & ##( )" ""! & #!

% & ##( )&

( )*+（#"!# }） !
"

!"$! $

"
%
! "（"$ " #!）%

"
%
! ""

%[ ]
$

,)-%!$，

（.$）

式中%是一个 " ( " 矩阵，其矩阵元由下式给出：

%!$ ! " !!"$






/0
"! & #!

% & ##( )& "! & #!
% & ##( )"

""! & #!
% & ##( )& ""! & #!

% & ##( )"

( )*+（" %#"!#）!
"

&!$，"!

"
%
& "（"! & #!）%

"
%
& "（"! " #!）






% 1 （.%）

在（.%）式中，｛"!｝在偏微分计算以前暂时当作一般

参量对待 1

2 3456 模型中边界场算子的形式因子

首先计算局域场算子’（ $）在边界处的形式因

子 1 利用对易关系式

［’" ，’
&
%］! $

()%%，

可知

［’（7），&（*）］

! /#8
’#9

(（’*）⋯(（% *）［’（7），(（$ *）］

! &（*）（" #$!+& ），

［’（7），& -（*）］

! /#8
’#9

［’（7），( -（$ *）］( -（% *）⋯( -（)*）

! " #$!+" & -（*）， （..）

式中

+: ! $
%（+$ : #+*）1

由此可得’（7）和 + -（*）之间的对易关系

［’（7），+ -（*）］! " #$!+" + -（*）& #$!+ -（*）+" ，

（.2）

代入 +（*）的矩阵形式，可得到’（7）和 + -（*）矩阵

元之间的对易关系

［’（7），!（*）］! #$!"（*），

［’（7），#（*）］! " #$!［!（*）" $（*）］

! " #$!
%*

［!
;
（*）"（%* " #!）$（*）］，

［’（7），"（*）］! 7，

［’（7），$（*）］! " #$!"（*）1 （.<）

使’（7）作用在!
"&$

, ! $
#（*,）7〉上，可写为

’（7）!
"&$

, ! $
#（*,）7〉!%

"&$

, ! $
#（*$）⋯［’（7），#（*,）］

⋯#（*"&$）7〉1 （.=）

利用（.<）式中’（7）和#（*, ）之间的对易关系，并且把

对易关系中的算子!
;
（*）和$（*）移动到最右端，可得

’（7）!
"&$

, ! $
#（*,）7〉

!%
"&$

, ! $

#$!（%*, " #!）

%*, !
"&$

- ! $，" ,
*%

- "*%( ),

( .,（*,）!
"&$

- ! $，" ,
#（*-）7〉，

.,（*,）!%
,! :
, ",*, &

#!
% & ##( )&

( )*+（#,*, #）

( !
"&$

- ! $，" ,
［*%
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由此可知，’（7）在本征态之间的形式因子是一些标

积的求和，
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将（.?）式代入标积的表达式（%@），并利用行列式的

求和法则，可知
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取（)*）式的厄米共轭，并利用共轭关系（+,）式，可得

算子$
$（’）在本征态之间的形式因子为
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,5 结 论

本文中，对可积开边界条件下的 678 模型，得

到了贝特本征态的标积和模以及边界处的局域场算

子的形式因子 ( 从推导的过程可知，这些结果可以

推广到具有相同有理型 & 矩阵和 ’ 9 矩阵的其他模

型，进一步还可推广到具有三角型 & 矩阵和 ’ 9 矩

阵的模型 ( 由于在非周期边界条件下缺少空间平移

算子，对计算关联函数非常重要的任意位置处场算

子的形式因子的计算依然是一个困难的问题 (
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