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应用理想气体一维不定常流自模拟运动基本微分方程，详细讨论了球面强冲击波波后气体自模拟特性，推导

出具有自模拟运动特性的球面强冲击波传播公式的一般形式 (分析结果表明：球面强冲击波自模拟运动模型不必

从具有奇异性质的点源出发，冲击波初始速度和自模拟温度函数解一般不存在趋于无穷大的问题 ( )*+,-. 点爆炸冲

击波自模拟模型只是一般自模拟模型中假设自模拟运动总能量为定值条件下的特例 (
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!国家自然科学基金（批准号：&#1/0##1）资助的课题 (

" 2 引 言

强点爆炸自模拟模型是理想气体中强爆炸球面

冲击波理论研究的成功范例 ( 其中 )*+,-.［"，!］和谢多

夫［1］根据量纲理论分析方法推导出的自模拟解具有

经典代表性 ( 与 )*+,-. 点爆炸模型对应的球面强冲

击波传播公式为［%，’］
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（"）式与 "$%’ 年美国第一颗原子弹爆炸冲击波的测

试数据在 "$ ( $—"0’ 5 范围内符合相当好 ( 只是在

距爆心 ""2" 5 处的第一个测量点上，计算结果与测

量值的相对误差很大，达到 1#6［!，&］(在此需要特别

指出的是，)*+,-. 和谢多夫都是先用量纲分析方法

推得点爆炸冲击波传播公式，然后再将该式代入一

维不定常流绝热运动微分方程进行自模拟函数的计

算［1］(这样做实际上隐含了两个假设条件，一是自模

拟运动的空间区域为 #" $"!，二是（"）式为衰减球

面强冲击波波前传播公式的唯一形式 (后来，这种点

爆炸球面冲击波自模拟模型被成功推广应用于非绝

热运动气体、非完全理想气体、超星爆炸运动过程 (
到目前为止，它仍然是空气中强冲击波运动研究中

最具有权威性的理论，甚至被推广应用于广义相对

论效应条件下的自相似运动理论研究中［/—$］(

但是，从物理学的意义上考虑，这种点爆炸自模

拟运动理论存在两个明显的缺陷 ( 首先，由（"）式导

出的冲击波初始时刻的速度、加速度趋于无穷大 (这
表明该模型不能用于进行强爆炸球面冲击波初始状

态的理论分析 (这可称为该模型的“第一类原点发散

问题”(其次，该模型对应的自模拟密度解函数在原

点附近趋于零，自模拟压强解函数趋于定值［1］（参见

图 "）(这意味着波后很大区域内气体温度趋于无穷

大［’］，即物理上具有不确定性 (这可称之为该模型的

“第二类原点发散问题”(第一类原点发散问题来自

于爆炸源为几何“点”的假设 ( 因球面冲击波不一定

要从“点”出发，则有理由认为理想点源不是球面强

冲击波自模拟理论模型的必要条件 ( 对于第二类原

点发散问题，谢多夫的解释是：因强爆炸源区中心温

度的梯度很大，此时热传导性质变得非常重要，若考

虑热传导，则爆炸中心的温度为有限值［1］(这种解释

实际上已经改变了研究对象的绝热过程性质，并没

有回答在绝热条件下模型本身是否必然导致中心附

近局部温度趋于无穷大 ( 因此，有必要分析研究非

“点爆炸”意义下的理想气体球面强冲击波在绝热条

件下的自模拟运动一般模型，从理论上避免点爆炸

模型时空原点处的奇异性 (
本文从文献［"#］建立的理想气体一维不定常流

自模拟运动基本微分方程出发，分析研究非“点爆
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炸”意义下的理想气体球面强冲击波在绝热条件下

的自模拟运动一般模型，推导出具有自模拟特性的

球面强冲击波传播公式的一般形式，并且讨论了波

后气体自模拟一般特性 ! 从理论上证明了在绝热条

件下，理想气体球面强冲击波的自模拟运动并不一

定存在时间、空间原点处的物理量发散问题 !

图 " #$%&’( 点爆炸模型强冲击波波后密度分布（$）和压强分布（)）曲线 横坐标为空间相对坐标 !实线对应于球面冲击波、虚线

对应于柱面冲击波、点划线对应于平面冲击波

* !理想气体球面强冲击波自模拟运动

基本微分方程

理想气体球面自模拟运动具有 如 下 基 本 特

征［""］：对任意时刻 !，参考边界为 "（ !），波后 # 处的

力学参量 $（ #，!）一定能够表示成边界处相应的物

理量 $"（"）与无量纲函数 %（!）的乘积 !无量纲函数

%（!）即是与物理量 $（ #，!）对应的自模拟函数，

%（!）+ $（ #，!）,$"（"）! （*）

由（*）式可得球面强冲击波波后气体自模拟运

动速度、密度、压强自模拟函数分别为

&（!）+ ’（ #，!）
’"

，

(（!）+"（ #，!）
""

，

)（!）+ *（ #，!）
*"

，

（-）

式中 ’"，""，*" 对应于冲击波处气体的速度、密度

和压强 !（尽管 #$%&’( 和谢多夫在点爆炸强冲击波理

论研究的初期就已经得到了自模拟函数的分离变量

形式，但是这种形式的重要意义却没有得到他们本

人和其他研究者的充分重视 !）再定义两个新的无量

纲变量，一个是波后气体运动速度 ’ 与自模拟面（!
为定值）膨胀速率 #·的比函数
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另一个是波后气体的动能密度与内能密度比函数
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在强冲击波条件下 +" 和#" 都是常数，

+" +
’"

, + *
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#" + "，

故

-（!）+ + ,+"，

%（!）+#,#"

均为自模拟函数，且有 +!2，#!2 !将（-）式代入球

对称一维不定常流绝热运动微分方程后可得［"2］

3&4!
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（/）式给出波后气体的能量密度比函数#所服从的

以 " 为自变量的微分方程，称其为理想气体球面强

冲击波自模拟运动基本微分方程 + 需要提请注意的

是，（/）式是将一般自模拟函数直接代入一维不定常

流绝热运动微分方程得到的普遍结果 +即除了自模拟

运动状态和气体绝热状态以外没有任何先决条件 +
自模拟函数#服从的微分方程中必然不显含

时间 ’ ，即（/）式中所有
!"#(&

!"## 形式的参量均为定值 +

对强冲击波有

!"#!&

!"## $ .，
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对球面冲击波的衰减过程必定有 *$ 0 .（这些结论

与量纲理论完全一致［1］）+将 *$ 代入（/）式可得
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（/2）式是一个常微分方程，由它可得能量密度比函

数#的一般解 +再将解函数#代入（3）—（,）式即可

计算出所有自模拟解函数 + 由（3）式推知，强爆炸球

面冲击波自模拟区域范围（$的值域）与 *$ 的数值

有关，即一般情况下不能简单设定波后自模拟区域

一定延伸到原点（$4 $ .）处！表明球面强冲击波自

模拟运动的外边界（# 处）参数 *$ 将决定自模拟运

动区域的内边界 +

( + 理想气体球面自模拟强冲击波一般

特性

! "#$ 理想气体球面强冲击波波后物理参量的自模

拟性

除了以上已经给出的具有自模拟性质的函数

$（ +，’），!（ +，’），%（ +，’），$（ +，’），"（ +，’），#（ +，’）
外，容易推出自模拟区域内气体的温度分布 ,（ +，
’）、比焓分布函数 -（ +，’）、比内能函数 .（ +，’）都是

自模拟函数，
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，
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其中!# 为气体普适常数 +质量、能量分布函数为

/（ +，’）$ -!"
+
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由（&&），（&$）式可知，’（ "，#）和 !（ "，#）也是自模拟

函数 *根据统计物理理论，理想气体热力学概率 (
与气体温度、压强的关系为

+,( ! +,
)*+ - ,

%"&- ,
， （&)）

式中，, 为玻尔兹曼常数，*+ 为气体定容比热容 *
显然，

(（ "，#）! -（ *+ ’"&）- ,（#）

.*+ - ,（#）

)*+ - ,&

%"&- ,&

也具有自模拟特性 *单位质量气体熵函数与热力学

概率 ( 的关系为

/（ "，#）! , +,( * （&"）

由（&"）式可知，熵函数不能表示成自模拟坐标#和

时间 # 的分离变量形式，所以熵函数不具有自模拟

性 *因此，相应的自由能函数 0 ! 1 ’ )/、热力学势

函数 2 ! 3 ’ )/ 也不具有自模拟性 *

!"#" 理想气体自模拟衰减球面强冲击波传播公式

在强冲击波条件下，由（&.）式中的第二式可解

出自模拟衰减球面冲击波传播公式的一般形式为

& ! &. （& ’ 4$）
5&.

&.
# %[ ]&

&
&’ 4$

， （&/）

式中 &. 和 5&. 分别代表与 # ! . 对应的冲击波半径

和速度 *可见，强爆炸自模拟球面冲击波的初始半径

不一定为零、初始速度也不一定为无穷大 *该结论与

实际强爆炸源具有有限尺度的事实完全相符 *据此，

能够推定“点爆炸”不是球面冲击波自模拟运动的必

要条件 *
若假定自模拟运动气体的总能量为定值，由

（&$）式可推得 &) %& 为定值 * 再由!&，6& 为定值结

合（/）式可得

&) 5&$ ! &) 7$ # &) %& ! 01,23 * （&4）

将（&4）式代入（&.）式中的第二式，可得 4$ ! ’ )-$，

则（&/）式可写为

& ! &.
/
$

5&.

&.
# %[ ]& $-/

! /
$
5&. &)-$

. # % &/-$[ ].

$-/

*

（&5）

有意思的是，“点爆炸”冲击波传播公式（&）既可

作为（&5）式中的时间满足
/ 5&.

$&.
#$& 时的近似表达

式，又可作为（&5）式在条件 &.%.，5&. &)-$
. %常数时

的特解 *而作为特解函数时就导致冲击波初速度趋

于无穷大 *由此可以十分清楚地看出，点爆炸强球面

冲击波公式是新模型的特例 *

!"!" 自模拟球面强冲击波波后质量、能量分布特性

在球对称条件下，由（&&）式可知自模拟区域内

气体的质量分布函数 ’（ "，#）可以表示为

’（ "，#）! "!!& &)［2（#）’ 2（##）］，（&6）

式中 2（#）满足

(2
(#

! .（#）#
$ *

初始时刻自模拟区域中的运动总质量为

’（&.）! "!［2（&）’ 2（##）］!& &)
. * （&7）

由（&/），（&6）式，得 自 模 拟 区 域 运 动 总 质 量

’（&）的时间导数为

(’（&）
(# ! &$!!&［2（&）’ 2（##）］5&. &$

.

8 （& ’ 4$）
5&.

&.
# %[ ]&

$%4$
&’4$ * （$.）

由（$.）式可知，自模拟区域内运动质量 ’（&）是随

时间增大的 * 在自模拟区域边界 & 外，气体流动速

度为零，则单位时间内经外表面流入的气体质量与

自模拟边界膨胀速度 5&、边界面积 "!&$ 和外侧气

体密度!. 成正比；在自模拟区域内边界处，气体流

动速度也为零，单位时间内经自模拟内表面流出的

气体质量与自模拟内边界膨胀速度 "·（##）!##7、

边界面积 "!"$ 和边界气体密度!（##）成正比 *自模

拟区域内气体质量的时间导数在数值上等于外表面

气体流入率 "!&$ 5&!. 减去内表面处气体的流出率

"!"$ "·!# ! "!&$ 5&#
)
# .#!&，

故可得

(’（&）
( # ! "!（!. ’#

)
# .#!&）5&. &$

.

8 （& ’ 4$）
5&.

&.
# %[ ]&

$% 4$
&’ 4$ * （$&）

比较（$.），（$&）两式，可得

!.

!&
!#

)
# .# % )［2（&）’ 2（##）］! " ’ &

" % & *

（$$）

（$$）式给出与质量守恒定律对应的积分关系 * 同理
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可得自模拟区域气体的能量分布函数 !（ "，#）为

!（ "，#）! "!
$# %$

! % $［"（#）%"（#&）］，（’#）

式中"（#）满足

("
(#

!［$ )$（#）］&（#）#
’ *

初始时刻自模拟区域中的运动总能量为

!（$+）! "!
$#

+ %$（$+）

! % $ ［"（$）%"（#&）］*（’"）

由（$+），（$,）和（’#）式可得自模拟区域运动总能量

的时间导数为

(!（$）
(# ! "!

! % $［"（$）%"（#&）］（# ) ’’(）$’
+
)$+%$（$+）

- （$ % ’(）
)$+

$+
# )[ ]$

’)#’(
$%’( * （’,）

单位时间内经外表面流入的能量与流入气体的

比内能
%+

!% $、自模拟外边界膨胀速度 )$、边界面积

"!$’ 成正比，其值为
%+

!% $
)$"!$’ * 在自模拟区域内

边界处，气体流动速度为零，则气体的动能密度为

零，内表面处能量的流出率与流出气体的比内能、自

模拟边界膨胀速度、边界面积成正比，

%&

! % $ "
·"!"’ !#

#
& &&

%$

! % $
)$"!$’ *

两者之差为自模拟区域内气体能量的时间导数，

即有

(!（$）
( # ! "!

! % $（%+ %#
#
& && %$）$’ )$ * （’.）

比较（’,），（’.）两式，可得

%+

%$
!#

#
& && )（# ) ’’(）［"（$）%"（#&）］*

（’/）

由于自模拟运动要求（’/）式等号右端为常数，

表明只有冲击波强度满足
%+

%$
!+ 时，才可作为自模

拟运动近似 *这一条件与点爆炸模型一致，但在这里

是根据自模拟微分方程推出的结果 *此时有

#
#
& && )（# ) ’’(）［"（$）%"（#&）］! +*（’0）

因为#
#
& &&"+，即一般条件下自模拟球面强冲

击波要求参数 ’( 1 % #
’ * 结合（’,）式可知，在爆炸

能量瞬间全部转变成爆炸源区内气体的内能和动能

的假设条件下，球面强冲击波自模拟运动区域内的

总能量是不断减小的 *若 # ) ’’( ! +，由（’,）式得

(!（$）
( # ! +，

即自模拟区域内能、动能之和不变 *再由（’0）式可得

对应的#& ! +，这正是量纲理论所给出的自模拟区

域达到原点的极限情况 *这又一次表明，234567 的点

爆炸球面强冲击波是球面强冲击波自模拟运动的特

例 *文献［$+］已证明，自模拟区域延伸到原点必将导

致温度函数趋于无穷大 *所以，点爆炸模型出现第二

类原点发散问题，是其预先假定自模拟区域总能量

不变所致 *

! "#$ 理想气体球面强冲击波波后自模拟运动区域

的内边界特性

自模拟区域内气体的温度分布函数 *（ "，#）与

（"），（,）式相结合，可得$函数的另一表达式，即

$ !%(
’

%
! % $

’ !
+’

’#$
#

’（,）
*（,）

,’ * （’8）

从物理学角度考虑，气体温度 *（ ,）是大于零

的有限值 * 对于衰减球面冲击波，从边界 $ 向内#
值是减小的，当自变量 ,!+（即气体宏观运动速度

趋于零）时，考虑到（’8）式可设能量密度比函数的渐

近表达式$! -,’ )&，其中&"+，- 为常数 * 代入基

本微分方程（89）式可得

5:&
,!+

’ $ % -,$)& $ % ’(

! %( )$ ! % ’-,&
! %( )$

#!, % ’-,$)&

! % $（$ % ’(）) ’’(

, ) ’-,$)&

! %











$

! %&* （#+）

显然，（#+）式成立的条件为& ! +* 将$! -,’ 代入

（.）式可得 ,!+ 时#渐近表达式为

# !#&;<=
’- %!（! % $）
’’(（! % $）( ), * （#$）

由（#$）式可知，对于方程（.）的非零解，必须有#& >
+，且有

’- %!（! % $）1 +* （#’）

同理，由微分方程（/），（0）可得，当 ,!+ 时函数 .，&
渐近表达式分别为

. ! .&;<=（,）， （##）

& ! &&;<=
’-

（! % $）( ), * （#"）

由（’0）式可知，当 ’( 1 % #
’ 时，’& > + *由（##），

（#"）式可知，对应于 ,!+，自模拟密度、压强均为不

等于零的有限值 *显然，一般球面强冲击波自模拟运

动模型没有“点爆炸模型”中原点附近温度无穷大问
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题 !由（"#）—（$%）式可推得内边界处自模拟函数渐

近值满足

!&"
"
&!"

"&
’#! （$(）

对于强球面冲击波自模拟运动而言，唯一的参

数是 #$ ，至此所有自模拟解都可以得到 ! 所以自模

拟内边界参数 $&，!&，"& 都可解得 !理论上，内边界

条件再结合微分方程即可以得到$& 区域内的物理

量解 !
对于自模拟区域总能量不变的极限情况，可计

算出%函数的表达式［(］为

% ) %# * +
+ * % ! （$,）

将（$,）式代入微分方程（,）—（#）可得，当 %!
+
#

时，

"!-，&!-，%!-，"!"& . - !所以温度函数

/0&
"!-

’（ (，)）)
*+ 1!+

（# * +）"+
"&

/0&
"!-

& ! 2 !

这就是 345/67 点爆炸强球面冲击波自模拟模型原点

附近温度发散的情况 !

% ! 结 论

与量纲理论不完全相同，本文的结果表明理想

气体中的强球面冲击波自模拟运动本质上只服从于

一个关于气体动能密度与内能密度比函数的基本微

分方程 !由于这个新理论模型不要求球面强冲击波

必须从具有奇异性质的点源出发，所以其自然避免

了点爆炸球面强冲击波自模拟模型具有的时间原点

处冲击波速度无穷大、空间原点附近气体温度无穷

大的问题 !并且，当取适当近似条件时该模型能够过

渡到点爆炸冲击波模型，表明它比点爆炸模型具有

更普遍的意义 !该模型的自模拟解函数及其特性，以

及自模拟内边界以内（-#$#"&）气体的性质有待

于作更深入研究 !这些工作对进一步研究冲击波传

播过程中物理量的演变特性，探索球面强冲击波自

模拟运动和非自模拟运动之间的转化规律具有重要

意义 !
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