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将 +,-.-/0 系统和 12334/5 系统凸组合构造了新的混沌系统，包括含两个参数的 +,-.-/0612334/5 系统，以及含一个

参数的 785/,9612334/5 系统和 :;/,612334/5 系统，通过计算最大 7<=>?,8@ 指数谱、维数谱和计算机仿真，确定 :;/,6
12334/5 系统的混沌区域 A
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! L 引 言

自从 !)*% 年 785/,9 发现了第一个混沌系统［!］

以来，人们以各种方法发现了许多新的混沌系统，如

著名的 12334/5 系统［"］A !))) 年，:;/, 在混沌反控制

（或称为混沌化）的研究中发现了一个在 :/4-M8@3M!
和 N=,/K/M 意义下，与 785/,9 系统对偶的新的系统，

后被称作 :;/, 系统［%］A "&&" 年，7O 和 :;/, 进一步

发现了一个新的临界混沌系统，之后被其他学者称

之为 7O 系统［$］，代表了 785/,9 和 :;/, 系统之间的

转换 A 接着，他们将 785/,9 系统、7O 系统和 :;/, 系

统用一个光滑的连续凸变换统一起来，被称为统一

系统［(］A后来又提出 了 广 义 785/,9 系 统 族 和 广 义

785/,9 规范型（P7:Q）［*，’］A对它们的研究已经有一些

工作，并且开始在保密通讯等领域得到应用［R—!’］A
著名的 785/,9 系统为

!·S "（# T !），

#·S $! T !% T #，

%·S !# T &%，

（!）

其中 "，&，$ 是实参数 A当 " S !&，& S RU%，$ S "R 时，

系统处于混沌状态，如图 !（=）所示 A
:;/, 系统为

!·S "（# T !），

#·S（ $ T "）! T !% T $#， （"）

%·S !# T &%，
其中 "，&，$ 是实参数 A当 " S %(，& S %，$ S "R 时，系

统处于混沌状态，如图 !（E）所示 A 尽管该系统看上

去与 785/,9 系统有着相似的结构，但它们是拓扑不

等价的 A在 :/4-M8@3M!和 N=,/K/M 意义下，:;/, 系统

被证明是 785/,9 系统的对偶系统：如果把这种类型

的系统写成线性部分和二次型部分的和，即 !·S ’!
V (（!），其中线性部分 ’ S［ ")* ］% W %，则对于 785/,9
系统满足 "!" ""! X &，而 :;/, 系统满足 "!" ""! Y & A

在 "&&" 年，7O 和 :;/, 进一步发现了一个新的

混沌系统，称为 7O 系统，该系统满足 "!" ""! S &，代

表了 785/,9 系统和 :;/, 系统之间的转换，系统可以

表示为

!·S "（# T !），

#·S T !% V $#，

%·S !# T &%，

（%）

其中 "，&，$ 是实参数 A当 " S %*，& S %，$ S "& 时，系

统处于混沌状态，如图 !（K）所示 A
随后不久，在 "&&" 年，他们将 785/,9 系统、7O 系

统和 :;/, 系统用一个光滑的连续凸变换统一起来，

被称为统一系统，该系统可表示为

!·S（"(! V !&）（# T !），

#·S（"R T %(!）! T !% V（")! T !）#， （$）

%·S !# T !
%（! V R）%，
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图 ! （"）#$%&’( 吸引子，（)）*+&’ 吸引子，（,）#- 吸引子

其中!是实参数 .对于所有的!!［/，!］，系统处于

混沌状态 . 当! 0 / 时，它是 #$%&’( 系统；当! 0 !
时，它成为 *+&’ 系统；当!在 / 与 ! 之间变化时，系

统均保持混沌状态 .
12334&% 在总结 #$%&’( 吸引子模型时，于 !567 年

发现了一个混沌系统，其结构简单，表达式右端仅含

有一个非线性项和一个常数项 . 12334&% 系统可表

示为

!·0 8 " 8 #，

"·0 ! 9 $"， （:）

#·0 % 9 !# 8 &#，
其中 $，%，& 为实参数，当 $ 0 /;<，% 0 /;<，& 0 :;6
时，系统处于混沌状态，如图 < 所示 .

本文将 =’>?>&@ 系统和 12334&% 系统凸组合构造

了新的混沌系统，包括含两个参数的 =’>?>&@A12334&%
系统，以及含一个参数的 #$%&’(A12334&% 系统和 *+&’A
12334&% 系 统；计 算 了 =’>?>&@A12334&% 系 统 的 最 大

图 < 12334&% 混沌吸引子

#B"CD’$E 指 数 谱，以 及 *+&’A12334&% 系 统 的 最 大

#B"CD’$E 指数谱和维数谱，结合计算机仿真确定了

*+&’A12334&% 系统的混沌区域 .

< . =’>?>&@ 系统与 12334&% 系统的组合

记 =’>?>&@ 系统（F）为 ’( 0 )（(），12334&% 系统

（:）为 ’( 0 *（(）. 然后对这两个系统作凸组合，即

’( 0")（(）9（! 8"）*（(）， （7）

其中实参数"!［/，!］.
于是，当（:）式中 $，%，& 给定后，（7）式成为含

两个一次参数!，"的系统

!·0 8"（<:! 9 !/）! 9［8 ! 9"（<:! 9 !!）］"
9（" 8 !）#，

"·0［! 9"］（<6 8 G:!）］! 9［!（! 8"） （6）

9"（<5! 8 !）］" 8"!#，

#·0 &（" 8 !）8 "G（! 9 H[ ]） # 9（! 8"）!#

9"!" 9 %（! 8"），

其中!!［/，!］，"!［/，!］. 称之为含两个参数的

=’>?>&@A12334&% 系统 .
取 $ 0 /.<，% 0 /.<，& 0 :.6，（6）式化为

!·0 8"（<:! 9 !/）! 9［8 ! 9"（<:! 9 !!）］"
9（" 8 !）#，

"·0［! 9"（<6 8 G:!）］! 9［/ .<（! 8"） （H）

9"（<5! 8 !）］" 8"!#，

#·0 :.6（" 8 !）8 "G（! 9 H[ ]） # 9（! 8"）!#

9"!" 9 /.<（! 8"）.
这时，" 0 / 时 为 12334&% 系 统，" 0 ! 时 为 =’>?>&@
系统 .

系统（H）中取! 0 /（即含一个参数的 #$%&’(A
12334&% 系统）为

!·0 8 !/"! 9（!!" 8 !）" 9（" 8 !）#，
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!·!（" # $%!）" #（& ’$ ( " ’$!）! #!"#，（)）

#·! *’% (( )+
, ! ([ ]* ’% # #（" (!）"#

#!"! # &’$（" (!）’
系统（+）中取"! "（即含一个参数的 -./0123445/6 系

统）为

"·! ( ,*!" #（( " # ,7!）!
#（! ( "）#，

!·!（" ( +!）" #［& ’$（" (!）

# $+!］! (!"#，

#·!（$ ’%! ( *’%）# #（" (!）"#
#!"! # &’$（" (!）’

（"&）

, ’ 最大 89:;<0=> 指数谱和维数谱

对于含一个参数的 -./0123445/6 系统（"&），在!
! & 时为 23445/6 系统，!! " 时为 -./0 系统，（"&）式

构成 23445/6 系统和 -./0 系统的一个光滑连接，但

是我们发现!在［&，"］区间并非全为混沌 ’事实上，

通过计算含一个参数的 -./0123445/6 系统（"&）的最

大 89:;<0=> 指数谱和维数谱，划分了组合系统的混

沌区域 ’
记最大 89:;<0=> 指数为 $，?:;5:01@=6A/ 维数为

% ’计算结果有：

图 , -./0123445/6 系统最大 89:;<0=> 指数谱和 ?:;5:01@=6A/ 维数谱

!!［&B&"%，&B&$%］时，$!［ ( &B*"，( &B&"］，$

C &，% ! & 系统收敛到不动点；

!!［&B&$+，&B"D,］时，$!［&B&$，&B)］，$ E & 系

统处于混沌状态；

!!［&B"DD，&B"++］时，$!［ ( "B%，( &B&"］，

$ C &，% ! & 系统收敛到不动点；

!!［&B"+)，&B$$+］时，$!［&B&&"，&B&&*］，$ E &

系统处于混沌状态；

!!［&B$$)，&B*D*］时，$!［ ( DB"，( &B&*］，

$ C &，% ! & 系统收敛到不动点；

!!［&B*D7，"］时，$!［&B"%，$B&&］，$ E & 系统

处于混沌状态 ’

图 D 是 F0GHG/I123445/6 系统（+）在参数空间"，!
!［&，"］J［&，"］上的最大 89:;<0=> 指数谱 ’

图 * 给出含一个参数的 -./0123445/6 系统（"&）

的计算机仿真图 ’

图 D 参数空间"，!!［&，"］J［&，"］上的最大 89:;<0=> 指数谱

DB 结 论

本文利用凸组合方法，构造了新的混沌系统，包
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图 ! "#$%&’())*$+ 系统（,-）的计算机仿真图 （.）!/ ,，"/ -01；（2）!/ ,，"/ -03；（4）!/ ,，"/ -05；（6）!/ ,，"/ -07；（$）!
/ ,，"/ -08；（9）!/ ,，"/ -0:

括含两个参数的 ;%<9<$6&’())*$+ 系统，以及含一个参

数的 =>+$%?&’())*$+ 系统和 "#$%&’())*$+ 系统，通过计

算最大 =@.AB%>C 指数谱、维数谱和计算机仿真，确

定了 "#$%&’())*$+ 系统的混沌区域 D
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