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应用实空间重整化群和累积展开的方法，研究了外场中特殊钻石型等级晶格上 !( 模型的相变和临界性质，求

出了系统的临界点和临界指数 + 结果表明，此系统除了存在一个 ,-.// 不动点外，还存在一个 012/34561/789 不动点，

与该等级晶格上的 ,-.// 模型相比较，系统的临界指数发生了变化 +
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! G 引 言

分形是具有自相似性的几何对象，描述分形这

种自相似特征的一个重要参数是分形维数 + 由于分

形维数可以是非整数，因此，研究分形上的相变问题

对于理解非整数维系统的临界性质具有十分重要的

意义 + 上世纪 *) 年代，,8D84 等人研究了分形晶格

上 H/14@ 模型和 I3JJ/ 模型的相变问题［!—(］，从此以

后，人们对分形晶格上自旋模型的相变问题产生了

浓厚的兴趣并取得了一系列的成果［’—!’］+ 近年来，

作为 H/14@ 模型的推广，分形晶格上自旋可以连续取

值的 !( 模型的相变和临界问题引起了人们的关注，

如 K1 和 L34@ 应用实空间重整化群（简称 M,）的方

法，研究了 " 个分支一般钻石型等级晶格上 !( 模

型的相变问题，求出了临界点和临界指数［!&］+ 一般

的钻石型等级晶格是可以约化的，而本文所研究的

特殊钻石型等级晶格是不可约化的，这更加接近于

自然界的真实系统，因此，研究不可约化的特殊钻石

型等级晶格的相变问题可以为理解自然界中系统的

临界特性提供一个更好的理论依据 + 本文应用实空

间重整化群和累积展开的方法，在有外场的情况下，

研究了一种特殊钻石型等级晶格（简称 N:O）上 !(

模型的相变和临界性质，求出了系统的临界点和临

界指数 + 结果表明，此系统除了存在一个 ,-.// 不动

点外，还存在一个 012/34561/789 不动点，且 012/345
61/789 不动点对系统的临界性质有决定性的影响 +
与该等级晶格上的 ,-.// 模型相比较，系统的临界

指数发生了变化 +

" G N:O 晶格上的 !( 模型

我们所讨论的 N:O 晶格的构造过程如图 ! 所

示 + 这种晶格由迭代过程生成，其基元（构造过程中

的第 # P ) 级）是一个由两点和一键组成的晶格，然

后五个这样的基元组成一个生成元（# P ! 级），这个

生成元的每一个键再被生成元本身来代替，这样的

过程进行无穷多次，最后得到的晶格称为 N:O 晶

格 + 这种晶格是一种典型的非均匀晶格，即格点的

配位数与格点的位置有关，其分形维数 $ D P 24’Q24"
P "G%"" + 此晶格上 !( 模型的有效哈密顿量可写为

% P &"
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其中 )’ 表示格点 ’ 上的自旋变量，它的取值范围为

R T到 S T之间的任意实数，& P - Q（.U /）是简化的

最近 邻 相 互 作 用 参 量，- 是 交 换 积 分，.U 为

U32JV>-44 常数，/ 是热力学温度，*’ ，+’ 和 ,’ 分别代

表格点 ’ 上的 ,-.// 分布常数、四自旋相互作用参数

和简化的外磁场 + 为了求解非均匀晶格上自旋模型
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图 ! "#$ 晶格的构造过程

的相变问题，我们假设［!%］

!" & !# ’ $" &$# ’ %" &%# ’ &" & &# ， （%）

&" 和 &# 分别为格点 " 和 # 的配位数 (

!"#"$% 变换过程

为了表述简单，这里取生成元来进行 )* 变换，

图 %（+）给出了 "#$ 晶格的一个生成元，各格点上的

自旋分别以 ’( ，’!，’!，’% 来表示，在这个生成元中格

点的配位数与格点的位置有关，并且格点 ( 的配位

数依 赖 于 构 造 过 程 中 的 级 数 ( 容 易 看 出，&( ’
, - %) . !（) / !），&! ’ 0，&! ’ &% ’ , ( 根据（!）式，该生

成元的有效哈密顿量可写为
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图 % "#$ 晶格的 )* 变换过程 （+）"#$ 晶格的一个生成元；

（4）生成元经过 )* 变换后的晶格

经过一次变换后图 %（+）内部格点被消去变到图 %
（4），以 ’5( ，’5! 来表示变换后各格点上的自旋，经过

此变换后系统的配分函数保持不变，这个过程可由

下式表示：

"
6

.6
7 ’! 7 ’% 89:（*）’ -89:（*5）， （;）

式中 - 为与自旋无关的重整化常数，*5为此生成元

经过 )* 变换后的有效哈密顿量 (
我们定义部分迹，记为（./），
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.6
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把（3）式代入（0）式，得到部分迹
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由于 + 为小量，对 0+ 作级数展开，则部分迹可表述

为

（./）’ 1 ! 2〈+〉1 2 !
%！

〈+%〉1 2 !
,！

〈+,〉1 2( )⋯ (
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由（;）式，（0）式和（>）式可以看出，经过 )* 变换后

系统的有效哈密顿量为

*5 ’ ?@1 2 ?@ ! 2〈+〉1 2 !
%！〈+%〉1 2 !

,！〈+,〉1 2( )⋯ (
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考虑到 ?@（! 2 2）’ 2 . 2%
% 2 2,

, . ⋯，得到
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%1>3 物 理 学 报 ;; 卷



上式的展开称为累积展开，这里只保留到二阶近似，

! 可视为累积展开的零级项 !

!"!"#$ 变换的递推关系

利用（"）式和（#）式，可以计算（$$）式中的各阶

累积展开项 ! 由（"%）式和（#%）式得到累积展开的零

级项为 ! &!
’

(’
) "$ ) "* +,-（#.）& +,-（#/. ），经过计

算得到

#/. & $$$ "%"& 0 $$* "*% 0 "*( )&

0 $$1 ""% 0 ""( )& 0 $$" "% 0 "( )& ，（$*）

其中
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*)1（&1 0 *’）
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!

由（"）式和（#2）式得到一阶累积展开项为
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利用（"）式和（#）式，得到

〈**〉. &!
’

(’
) "$ ) "* ** +,-（#.）

!
’

(’
) "$ ) "* +,-（#.）

， （$"）

利用（$1）式和（$"）式，经过复杂的计算，得到二阶累

积展开项为

$
*（〈**〉. (〈*〉*.）& $1$ "%"& 0 $1*（"*% 0 "*&）0 $11（""% 0 ""&）

0 $1"（"% 0 "&）， （$3）
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根据（$$），（$*），（$1）和（$3）式，求得生成元经 89 变

换后的有效哈密顿量为

#/ &（$$$ 0 $*$ 0 $1$）"%"&
0（$$* 0 $** 0 $1*）（ "*% 0 "*&）

0（$$1 0 $*1 0 $11）（ ""% 0 ""&）

0（$$" 0 $*" 0 $1"）（ "% 0 "&）! （$7）

为了得到与变换前形式相同的哈密顿量，需要对自

旋进行重标，令 "/+ &!"+（ + & %，&），则变换后的哈密

顿量可改写为
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*

"/ *%
1 5 *,(* (
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其中

! ! " #
!$
（"%& ’ "&& ’ "$&! ）， （%(）

#) !（"%% ’ "&% ’ "$%）*!
&， （%+）

$)$ ! " $（"%$ ’ "&$ ’ "$$）*!
,， （&-）

%)$ ! $（"%, ’ "&, ’ "$,）*!. （&%）

（%+）—（&%）式就是 /0 变换的递推关系，由它们出

发可以求出系统的临界点和临界指数 .

!"#" 临界点和临界指数

为了求得系统的不动点，令 #) ! # ! #"，$)$ !
$$ ! $"，%)$ ! %$ ! %" ! -，由递推关系可以求得系

统的不动点为

&：#" ! -，$" ! -，%" ! -；

’：#" ! !$ *$，$" ! -，%" ! -；

(：#" ! -.%,&!$，$" ! -.-+1!&$，%" ! -.（&&）

其中 & 为 稳 定 不 动 点，’ 为 02344 不 动 点，( 为

567489:;64<=> 不动点，且 567489:;64<=> 不动点对系统

的临界性质有决定性的影响，由 567489:;64<=> 不动

点可以计算出系统的临界指数 .
根据 /0 变换理论，把 #)，$)$ ，%)$ 在 ( 点附近

展开，保留线性项可得在不动点邻域的线性变换矩

阵为
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由（&$）式得 )? 的本征值为"% ! 1@,&$，"& ! -@#(1，

"$ ! 1@&,-，其中"%，"& 与温度有关，"$ 与磁场有关 .
由"%，"$ 得到标度幂

* !
79"%

+ A 79,
! %.-1-， - !

79"$

+ A 79,
! %.-&+，

其中 + A ! &@$&& 是 BCD 晶格的分形维数，, ! & 是标

度因子 . 由关系# ! &* " %
* ，$ ! % " -

* ，% ! &- " %
* ，

&! -
% " -，’! & ’ + A（% " &-），(! %

*+ A
，求得系统的临

界指数分别为# ! %@-,(，$ ! " -@-&(，% ! %@--(，

&! " $1@&$$，’ ! " -@,1E，(! -@,%- . 其中#，$，%，

&，’，(分别描述比热、自发磁化强度、零场磁化率、

磁场强度、关联函数和关联长度在临界点附近的临

界行为 .
在（%）式中令 $. ! -，我们得到该等级晶格上

02344 模 型 的 有 效 哈 密 顿 量 为 / ! ##
〈 .0〉

1. 10 "

#
.

!.

& 1&. ’#
.
%.1. ，从有效哈密顿量出发，我们很容

易求得该等级晶格上 02344 模型的临界点为 #" !
!$ *$，%" ! -，根据 /0 变换理论求得系统的临界指

数#! %，$! -，%! %，&! F，’! " -@$$&，(! -@,$% .

$ @ 结 论

本文应用实空间重整化群和累积展开的方法，

在有外场的情况下，研究了一种特殊钻石型等级晶

格上 2, 模型的相变和临界性质，求出了临界点和临

界指数 . 由结果可知，此系统除了存在一个 02344 不

动点外，还存在一个 567489:;64<=> 不动点，且 567489:
;64<=> 不动点对系统的临界性质有决定性的影响 . 与

该等级晶格上的 02344 模型相比较，系统不仅多了一

个 567489:;64<=> 不动点，而且系统的临界指数也发生

了变化，这表明这两个系统属于不同的普适类 .
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