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设计反馈控制器，对一类耦合的 +,- ./0 123振子的极限环幅值进行控制 4 用近似解析方法求出了控制系统的
幅值的控制方程，得到了控制参数与极限环幅值的函数关系，使系统的振幅能按需求得到有效地调整 4 通过数值
计算绘制了在不同控制参数下，系统响应的时间历程曲线和极限环 4 近似解析方法计算得到的结果与数值计算进
行了比较，两者是符合的 4 这一方法也可以推广应用到其他耦合的 +,- ./0 123振子 4
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# C 引 言

在非线性科学中，混沌控制和分岔控制近年来

引起了科技工作者的浓厚兴趣［#—%］，混沌控制的研

究成果较多，而分岔控制的研究成果相对要少些 4
但是，研究成果正在逐年地增加［#］4 分岔控制指的
是设计一个控制器去改变非线性系统的分岔特性 4
在工程问题中，分岔控制的目的就是避免系统因分

岔现象产生有害的动力学行为，使系统得到监

控［)］4 在分岔研究中，D2EF 分岔是一类重要的动态
分岔 4 +,- ./0 123 振子是一个著名的自激振动系统，
最先出现在非线性电路中，后来在机械、生物、化

学、医学、生态学等很多工程和科学领域中发现了它

的存在 4 以往对 +,- ./0 123振子的研究，主要集中
在求 +,- ./0 123振子、广义的 +,- ./0 123振子和耦合
的 +,- ./0 123振子的近似解［#$—#(］和数值解［#"］，分析
极限环的存在和稳定性 4 极限环幅值的控制无论在
理论上还是应用上都有重要的研究价值 4 文献［#*］
对一个平面系统进行了研究，利用一个非线性控制

器使极限环的幅值得到了控制 4 文献［#’］设计了不
同的反馈控制器，对 +,- ./0 123 振子和广义的 +,-
./0 123振子的极限环幅值进行了有效的控制 4 但
是，这些文献都是对单自由度系统进行研究 4 对于
多自由度系统的极限环幅值的控制目前还没有这方

面的研究成果发表，还有许多问题需要去解决 4 本
文对这个问题进行探讨，研究耦合的 +,- ./0 123振
子极限环幅值的控制，这对多自由度系统的分岔控

制研究是很有意义的 4
考虑一个耦合的 +,- ./0 123振子
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这个系统在相平面 !8!·和 "8"·上均有极限环，
本文对其幅值进行控制，用近似解析方法求出控制

系统幅值的控制方程，得到控制参数与极限环幅值

的函数关系，从而实现通过调整控制增益对极限环

幅值进行控制 4 为说明控制方程的效果，解析计算
得到的结果与数值计算结果进行了比较 4

& C 控制参数与极限环幅值的函数关系

研究（#）式表示的系统，为了控制系统极限环的
幅值，需要设计反馈控制器 #$（ !，!·，"，"·）（ $ J #，

&），而且这个控制器不会改变平衡点和分岔点的位
置 4 未控制系统（#）变成了一个控制系统
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!!"" !（"" # !"）$ #"（"，"·，!，!·）% （"）
控制器 #$（"，"·，!，!·）可以设计成线性的或非线性
的 % 非线性控制器有平方非线性，立方非线性等
等 % 将控制器设计为 #&（ "，"·，!，!·）$!%& !" "·，

#"（"，"·，!，!·）$!%" "" !·，其中 %&，%" 为控制参数 %
控制系统（"）变为
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如果!为小参数，一般在 ) *!* )+( 的范围内，用
多尺度方法可以求得（(）式的近似解［&,—")］，设其
解为

") $ &&（’&）-.#& ’) #!&&（’&）-!.#& ’)，

!) $ &"（’&）-.#" ’) #!&"（’&）-!.#" ’)，
（/）

其中时间尺度 ’$ $!$ (（ $ $ )，&）% 考虑#&"#" 的共

振情况，令

（"#" !#&）’) $ #& ’) # "%’&，

（"#& !#"）’) $ #" ’) ! "%’&，
（0）

其中%为调谐参数 %利用消除永年项的条件得
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将（,）和（3）式代入（2）式，分开实部和虚部，有
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系统有稳态解，则有
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（&)）式表示了控制参数 %&，%" 与极限环幅值 )&，)"

的函数关系，是系统的幅值的控制方程，使振幅能

通过调整增益得到有效地控制，一般用数值方法

求解 %

( + 数值计算

利用解常微分方程的数值计算，可获得未控制

系统（&）和控制系统（(）的时间历程曲线和极限环 %
取!$ )+&，$& $$" $ &，#& $#" $ &+)，"& $"" $ )+0 %
通过数值计算，在相平面 "9"·和 !9!·上未控制系统
（&）的极限环分别如图 & 所示 %极限环的幅值为 )&

$ )" $ "+)))) %
对系统（&）进行控制，未控制系统（&）变为控制

系统（(），系统的参数仍取为!$ )+&，$& $$" $ &，#&

$#" $ &+)，"& $"" $ )+0 % 改变控制参数的值将使
极限环的幅值得到控制 % 图 "表示控制参数取 %& $
%" $ ! )+&，通过数值计算得到的时间历程曲线和极
限环，极限环的幅值为 )& $ )" $ &+8)28 % 图 (表示
控制参数取 %& $ %" $ ! )+0，通过数值计算得到的
时间历程曲线和极限环，极限环的幅值分别为：)&

$ )" $ &+2(() %
控制参数取其他值计算极限环幅值的结果见表 &%
控制系统（(）的控制参数 %&，%" 与振幅 )&，)"

的关系图如图/所示 %计算结果表明控制方程（&)）
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图 ! 未控制系统（!）的极限环（!" #$!，"! ""% " !，#! "#% " !$#，$! "$% " #$&）（’）!(!·相轨线；（)）"("·

相轨线

图 % 控制系统（*）的时间历程曲线和极限环（ #! " #% " + #$!）（’）$(! 曲线 ；（)）$(" 曲线；（,）!(!·相轨

线；（-）"("·相轨线

图 * 控制系统（*）的时间历程曲线和极限环（ #! " #% " + #$&）（’）$(!曲线；（)）$("曲线；（,）!(!·相轨线；

（-）"("·相轨线
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的计算精度是很高的 !图 "还表明，若给定振幅值，
可以在图上找到对应的控制参数值，从而对系统进

行有效的控制 !由此可见，方程（#$）是一个很重要的
关系式 !

表 # 不同控制参数下的极限环幅值

（!% $&#，"# %"’ % #，## %#’ % #&$，$# %$’ % $&(）

!#，!’
（"#，"’）

解析解 数值解 误差)*

$ ’&$$$$ ’&$+,# #&--

. $&# #&/$,/ #&/+,- #&("

. $&+ #&-("# #&--(/ #&’+

. $&( #&,++$ #&,"/( #&$$

. $&- #&(++/ #&("-( $&00

. $&/ #&"(#$ #&",’# $&-,

对系统（#）进行控制，控制器还可以设计为
##（$，$·，%，%·）%!!# $’ %·，

#’（$，$·，%，%·）%!!’ %’ $·， （##）
或

##（$，$·，%，%·）%!!#（$’ 1 %’）$·，

#’（$，$·，%，%·）%!!’（$’ 1 %’）%·， （#’）
或

##（$，$·，%，%·）%!!#（$’ %·1 %’ $·），

#’（$，$·，%，%·）%!!’（$’ %·1 %’ $·）! （#+）
它们都有较好的控制效果，并且不会改变极限环的

稳定性 ! 控制器还可以设计成其他更简单的形式，
经过计算它们不能控制极限环幅值，甚至会使极限

环消失，因此不宜采用 !
对于其他的耦合的 234 567 89:振子，例如

图 " 控制参数 !#，!’ 与振幅 "#，"’ 的关系图（⋯⋯数值

解；———解析解）

$; 1#’
# $ .!"#（# . $’ . %’）$·% $，

%; 1#’
’ % .!"’（# . $’ . %’）%·% $，

（#"）

也可以进行类似的分析 !

" & 结 论

利用反馈控制器，耦合的 234 567 89:振子的极
限环幅值能得到控制 ! 对于某些弱非线性系统，用
近似解析方法能获得控制参数与极限环幅值的函数

关系，该控制方程能使系统的振幅得到有效的控

制 ! 这一方法也可以推广应用到其他的耦合 234 567
89:振子 ! 一般来说要获得控制参数与极限环幅值
的函数关系是比较困难的，需借助于数值分析，设

计控制器，确定适合的控制参数 ! 对于强非线性耦
合的 234 567 89:振子，也可以设计适当的反馈控制
器对系统的极限环幅值进行控制 !
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